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Zadania zamknigte

Punkt przyznaje si¢ za wskazanie poprawnej odpowiedzi.

25

Ogolne zasady oceniania zadan otwartych

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

Zadanie 26. (0-2)
Rozwigz nieréwno$é 2x> +x—6<0.

Przykladowe rozwiazanie
Rozwigzanie nieréwnos$ci kwadratowej sktada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy etap rozwiazania polega na wyznaczeniu pierwiastkéw trojmianu kwadratowego

2x* +x-6.
Na przyktad obliczamy wyroznik tego trojmianu, a nastgpnie stosujemy wzory na pierwiastki:
-1-7 -1+7 3
A=7, x,=——=-2, x,= =—.
4 4 2

. . . . . . , . , ;. 2
Drugi etap rozwiazania polega na wyznaczeniu zbioru rozwigzan nierownosci 2x° +x—-6<0

Podajemy zbidr rozwigzan nierdwnosci: —23x£% lub <—2, %> lub xe<—2, %> , hp.

odczytujac go ze szkicu wykresu funkcji f (x) =2x"+x-6.

AR

-2

Schemat punktowania

ZdAJACY OLTZYINUJE eceevuverersueecssnecsssnecssseecssseecssseesssssssssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssss 1p.

gdy:
e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym zakonczy lub blednie zapisze zbidr
rozwigzan nierOwnosci, np.

o obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x, =-2, x, =% inatym

zakonczy lub blednie zapisze zbidr rozwigzan nierownosci,
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o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f(x)=2x’+x—6 i na tym

zakonczy lub btednie zapisze zbior rozwigzan nierdownosci
albo

e realizujgc pierwszy etap blednie wyznaczy pierwiastki (ale otrzyma dwa rézne
pierwiastki) 1ikonsekwentnie do tego rozwigze nier6wnos$¢, np. popeini blad

rachunkowy przy obliczaniu wyréznika lub pierwiastkow trojmianu kwadratowego
1 konsekwentnie do popetnionego btedu rozwigze nierdwnos¢.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..uuvererrurrcssnressrecssssnsssssssssssesssssssssssssssssesssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss
gdy:

e poda zbiér rozwigzan nierdownosci: —2 < x S% lub <—2, %> lub xe <—2, %>
albo

e poda zbiér rozwigzan nierownos$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow

=y

‘_
Do) @—

Uwagi

1. Jezeli zdajacy podaje pierwiastki bez zwigzku z trojmianem kwadratowym z zadania, to

oznacza, ze nie podjal realizacji 1. etapu rozwigzania i w konsekwencji otrzymuje
0 punktéw za cale rozwigzanie.

2. Jesli zdajacy wyznacza ujemng delte trojmianu kwadratowego, to otrzymuje 0 punktow
za cate rozwigzanie.

Kryteria oceniania uwzgledniajgce specyficzne trudnosci w uczeniu si¢ matematyki

1. Akceptujemy sytuacje, gdy zdajacy poprawnie obliczy lub poda pierwiastki trjmianu
x=-2, x, =% 1 zapisze, np. xe€ <—2,—%>, popetniajagc tym samym biad przy

przepisywaniu jednego z pierwiastkow, to za takie rozwigzanie otrzymuje 2 punkty.

2. Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbidr rozwigzan
nierownosci w postaci x € <% - 2> , to przyznajemy 2 punkty.
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Zadanie 27. (0-2)

Rozwigz rdbwnanie ()c2 — 6) (3x+2)=0.

Przykladowe rozwiazanie

Lewa strona rOwnania jest iloczynem dwoch czynnikow x* —6 oraz 3x+2. Zatem iloczyn ten
jest réwny 0, gdy co najmniej jeden z tych czynnikdw jest réwny 0, czyli
x*—6=0 lub 3x+2=0.

Rozwigzaniem rownania 3x+2=0 jest x = —% .

Rozwigzania rownania x~ —6 = 0 mozemy wyznaczy¢, korzystajac:

e 7z postaci iloczynowej trojmianu x° —6 (wzoru skroconego mnozenia na rdéznice
kwadratow)

(x—\/g)(x+\/g):0, stad x=+6 lub x=—/6

albo
e ze wzorow na pierwiastki trojmianu kwadratowego:
A=24,
. :0—2\£:_J€’ . _0+2V6 _ 3
2 2

albo
e 7z wlasnosci warto$ci bezwzglednej, przeksztalcajac najpierw rownanie do postaci

robwnowaznej |x| =6 , skad x = J6 ub x=—6.

Zatem wszystkie rozwigzania rOwnania to: x = —% lub x=+/6, lub x=—6.

Schemat punktowania

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..ccocreereerscrerressssssrssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 1p.
gdy:
e zapisze dwa rOwnania: x>=6=0 lub 3x+2=0 (wystarczy, ze z rozwigzania wynika,

ze zdajacy wyznacza pierwiastki kazdego z wielomianow: x* —6 oraz 3x+ 2)
albo

e zapisze rozwigzanie x =—
albo

e wyznaczy dwa pierwiastki wielomianu x> -6,

O8][\S)

2

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.
Z/dAJACY OLTZYINUJE .eeeeeverersunrcssnrrcsssressssresssssessssesssssssssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 2p.
gdy wyznaczy bezbtgdnie wszystkie rozwigzania rownania: x = —% lub x=+/6 ,lub x = —J6.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy zapisuje zamiast znaku = znak # i zamieszcza zapisy typu: x> — 6 # 0 lub
3x+2+#0, to oznacza, ze podejmuje probe wyznaczenia miejsc zerowych dwoch
wielomianow i otrzymuje przynajmniej 1 punkt.
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2. Jezeli zdajacy nie zapisuje warunku x*> — 6 = 0, ale pisze od razu btedng postaé iloczynowa
x?—6,np. (x — 3)(x —2) =0, (x — 6)(x + 6) = 0, i nie wyznacza poprawnie miejsca zerowego
drugiego wielomianu, to otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 28. (0-2)
Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierownos¢
4x+ l >4,
X

Przykladowe rozwigzanie
I sposdb rozwigzania
Dla dodatnich liczb x nieréwnos$¢ 4x + % =>4 jest rtbwnowazna kolejno nieréwnosciom

4x* +124x,

4x* —4x+120,

(2x-1)"20.

Ta nierownos$¢ jest prawdziwa, gdyz lewa strona tej nierownos$ci jest kwadratem liczby

rzeczywistej. To konczy dowod.
I sposob rozwiazania

Dla dodatnich liczb x nieréwnos¢ 4x + % >4 jest rownowazna kolejno nierownosciom

4x—4+1>0,

_1y
(2Vx =) =0
Ta nierownos$¢ jest prawdziwa, gdyz lewa strona tej nierownos$ci jest kwadratem liczby

rzeczywistej. To konczy dowod.
I1I sposob rozwiazania

Dla dodatnich liczb x nieréwno$¢ 4x + % =>4 jest rownowazna kolejno nierdownosciom
4x* +1>4x,

4x* —4x+120.
Poniewaz wyr6znik trojmianu kwadratowego 4x° —4x+1 jest rowny A= (—4)2 -4-1-4=0
i wspotczynnik przy x* jest dodatni, wigc nieréwno$¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej x. To konczy dowod.
Uwaga
Mozemy tez naszkicowaé wykres tego trojmianu y = 4x° —4x+1.

>
Xo X

IV sposdéb rozwigzania

Z twierdzenia o $redniej arytmetycznej 1 geometrycznej dla liczb dodatnich 4x i % wynika, ze

prawdziwa jest nieroOwnos¢
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BAE S PR
2
Stad otrzymujemy 4x +% >4 . To konczy dowdd.
Schemat punktowania
Z.daJACY OLTZYMUJE ..ccecuveereerscrereessssssrrosssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 1p.
gdy:
e przeksztalci poprawnie nierdwno$¢ do postaci (2x — 1)2 >0
albo

2
e przeksztalci poprawnie nieréwnos¢ do postaci (2«/_ —L) >0,

Jx
albo
e przeksztalci poprawnie nieréwno$¢ do postaci 4x>—4x+1>0 i obliczy wyrdznik
trojmianu 4x* —4x+1: A=0
albo
e obliczy pochodng funkcji f (x)=4x+% i wykaze, ze dla xz% funkcja f osiaga
minimum lokalne
i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Z.daJACY OLTZYMUJE ..ccecuverrecrssrennecsssssrosssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 2p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwaga
Jezeli zdajacy sprawdzi prawdziwo$¢ tezy tylko dla konkretnych przypadkow, to otrzymuje
0 punktow.
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Zadanie 29. (0-2)

Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym |<):ACB|:90° i |<):ABC|=60°. Niech D
oznacza punkt wspolny wysokos$ci poprowadzonej z wierzchotka C kata prostego
i przeciwprostokatnej 4B tego trojkata. Wykaz, ze |AD| : |DB| =3:1.

Przykladowe rozwigzania

I sposdb rozwigzania
Sporzadzamy pomocniczy rysunek ilustrujacy tre$¢ zadania.

B

60° D

. 30°
C A
Poniewaz |<):ABC| =60°, wigc |BC|= %|AB| . Podobnie, poniewaz |<):DBC| =60°, wiec

|DB|= %|BC| . Otrzymujemy zatem cigg réwnosci

1D8|= {3t =4(4}48) =4 45|

Zatem |AD|= %|AB| . Stad wynika, ze |AD| : |DB| =%|AB| :%|AB| =3:1. To konczy dowdd.

Schemat punktowania I sposobu rozwigzania
Z.dAJACY OLTZYIMNUJE cuuvererrurressrrcssrecsssrncssssecssssesssssesssssesssssesssssosssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy zauwazy i zapisze, ze
|BC|=5[48B| i |DB|=3[BC]|
1 na tym poprzestanie lub dalej popeni btedy.

Z/AAJACY OLTZYMUJE couueeerirrsrnrrccsssannecssssssresssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsss 2 p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

IT sposob rozwiazania
Sporzadzamy pomocniczy rysunek ilustrujacy tre$¢ zadania.

B

60° D

. 30°
C A
Z trojkatoéw prostokatnych ADC 1 BDC otrzymujemy rownosci
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lcD| . |CD|
tg30°=;——1tg60°=1+——,
|4D| |DB

czyli rownosci
|cD| = §|AD| i |[cD|=+3|DB|.

Poréwnujemy prawe strony obu roéwnan i zapisujemy rownanie

N

—|AD|:
3

roOwnowazne rOwnaniu

Otrzymana réwno$¢ oznacza teze¢ twierdzenia.

Schemat punktowania II sposobu rozwiazania
Z/dAJACY OLTZYINUJE .eceeeueerersurrcssrrcsssrecsssrecssssesssssesssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns
gdy zauwazy i zapisze, ze

|cD|= ?|AD| i |cD|=+3|DB|
1 na tym poprzestanie lub dalej popeini btedy.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..ccevverreersererrecsssssrosssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

I1I sposob rozwiazania
Sporzadzamy pomocniczy rysunek ilustrujacy tre$¢ zadania.

B

60° D

. 30°
C A
Niech |AC| =b. Wtedy w trojkacie 4CD mamy:

[

cp|=2 4|
Ponadto, w trojkacie ABC:

b\/—

IBCI
Poniewaz |<):DBC| 60°, wiec |DB| ——. Zatem |AD| b3 : b\/_
DB 2 7 6
To konczy dowod.
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Schemat punktowania III sposobu rozwiazania
Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..euvererrurressnrcssnessssnssssssssssssessssssssssesssssesssssosssssossssssssssssssssssssnsssssasssssasssss 1p.
gdy zapisze dlugos$¢ odcinkéw AD i1 DB w zalezno$ci od dhugosci odcinka AC, np. oznaczy

|AC| =b i zapisze dtugosci odcinkow AD i DB w zaleznosci od b

b\/_ bf

|4D| = i [DB|=

1 na tym poprzestanie lub dalej popetni ble;dy.

Z.dAJACY OLTZYMUJE .ouuveerieerrnrrccsssnnecsssssresssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsns 2 p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

IV sposob rozwigzania
Niech |BC | = a . Poniewaz trojkat ABC jest potowa trdjkata rownobocznego, wigc |AC | =a\3.
B

60° D

. 30°
C a3 A

A
l4c]_ af V3 wice

Trojkaty ADC 1 CDB s podobne, a skala ich podobienstwa jest rowna —— |BC|

P 2
stosunek pol tych trojkatow jest kwadratem tej skali, czyli PAD €= (\/5 ) =3. Te trojkaty maja

CDB
wspolng wysokos¢ CD, wiec stosunek ich pol jest rowny stosunkowi dtugosci ich podstaw,
P AD
czyli —22< = | | =3 co konczy dowod.
P,, |BD|

Schemat punktowania IV sposobu rozwiazania

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE cuuverersurressnecssrecsssrncssssecssssesssssesssssesssssesssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy zapisze, ze trojkaty ADC 1 CDB sa podobne, obliczy stosunek pdl tych trojkatow i zapisze,
ze CD jest wspolng wysokoscig tych trojkatow 1 na tym poprzestanie lub dalej popeini biedy.

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ..uuvvrerruercssnrcssrecssssesssssssssssssssssssssssssssssesssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy sprawdzi prawdziwos¢ tezy tylko dla konkretnych przypadkow, to
otrzymuje 0 punktow. Uwaga ta nie dotyczy sytuacji, gdy zdajacy zapisuje stosowng
wlasnos¢: podobienstwo trojkatow o katach 30°, 60°, 90°.
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2. Jezeli zdajacy ustali, ze dlugos$ci odcinkow sa rowne: BD = x, BC = 2x, AB = 4x lub
BD =x, BC=2x, AD = 3x inie towarzyszg tym ustaleniom zapisy §wiadczace o blednym
rozumowaniu, to moze otrzymac 2 punkty.

3. Jezeli zdajacy przeprowadzi uzasadnienie, rozwazajac konkretne dtugosci odcinkéw
i zapisze, ze ze wzgledu na podobienstwo figur teza jest prawdziwa dla dowolnych
dhugos$ci bokow, spetiajacych podane warunki, to moze otrzymac 2 punkty.

Zadanie 30. (0-2)
Ze zbioru liczb {1,2,4,5,10} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. Oblicz

prawdopodobienstwo zdarzenia 4 polegajacego na tym, ze iloraz pierwszej wylosowanej liczby
przez druga wylosowang liczbg jest liczba catkowita.

Przykladowe rozwiazania

I sposéb rozwiazania (,,metoda klasyczna”)

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie pary uporzadkowane (x, y) liczb ze zbioru
{1, 2,4,5, 10} . Jest to model klasyczny. Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna

|Q|=5-5=25.
Zdarzeniu A sprzyjaja nastgpujace zdarzenia elementarne:
(L1),(2,1),(4.1),(5,1),(10,1),(2,2),(4,2),(10,2),(4.4),(5,5),(10,5),(10,10)

A

Zatem |A4|=12 istad P(4) A2 0,48.
Q25

II spos6b rozwiazania (,,metoda tabeli”)

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie pary uporzadkowane (x,y) liczb ze zbioru
{1,2,4,5,10}. Jest to model klasyczny. Budujemy tabele ilustrujaca sytuacj¢ opisana

w zadaniu.

I losowanie

1 2 4 5 10
1 X X X X X
.E 2 X X X
<
2| 4 x
2
= 5 X X
10 x
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Symbolem x oznaczono zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4. Mamy wiec 25,
wszystkich zdarzen -elementarnych, czyli |Q| =25, oraz 12 zdarzen elementarnych

_l4_12

sprzyjajacych zdarzeniu A4, czyli [4|=12. Stad P(4)= o 75" 0,48.
Schemat punktowania I i II sposobu rozwigzania
Z.dAJACY OLTZYMUJE couueeericesrnriccsssnrecssssssresssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsss 1p.

gdy
e obliczy liczbe wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych |Q| =25

albo

e przedstawi poprawny sposob wyznaczenia wszystkich elementéw zbioru 4 lub wypisze
wszystkie te zdarzenia elementarne:

(L1),(2,1),(4.1),(5,1),(10,1),(2,2),(4,2),(10,2),(4,4),(5,5),(10,5),(10,10)
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Z.dAJACY OLTZYIMUJE cuuvererrurressrecssrecsssrncssssecssssesssssesssssesssssesssssosssssosssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2p.

A
gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia 4: P(A4)= Ql =—=0,48.

11 sposob rozwigzania (,,metoda drzewa”)

Drzewo z istotnymi gateziami

1 1
5 5
losowan L/
osowanie 5 5 5
1 2 4 5 10
. 1
II losowanie . g
Sl /N g\
s s 2/ 5 \s G
5 5\ 3
1 1 21 2 4 1 5 | 5 10
P(A)=12-1-1=£=0,48.
55 25
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Schemat punktowania III sposobu rozwiazania

Z.AAJACY OLTZYINUJE .ceeeevrrersurrcssanrcsssressssresssssessssesssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssssasssssns 1p.

gdy narysuje drzewo uwzgledniajagce wszystkie istotne galgzie 1 zapisze poprawne
prawdopodobienstwo przynajmniej przy jednej gatezi.

Z/dAJACY OLTZYINUJE .eceeeueerersurrcssnrncsssrecsssresssssesssssessssnssssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 2p.

gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia 4: P(4)=12-
Uwagi

1. Jesli zdajacy rozwigze zadanie do konca i otrzyma P(A)>l, to otrzymuje za cale

rozwiazanie (0 punktow.

2. Jezeli zdajacy poprawnie obliczy prawdopodobienstwo w sytuacji rozwazania losowania bez

. o7 . .
zwracania 1 uzyska wynik 30 to moze otrzymac 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy przy opisie elementéw zbioru 4 zmienia kolejnos¢ liczb 1 pisze na przyktad
(1, 2) zamiast (2, 1), to moze otrzymac 2 punkty.

Zadanie 31. (0-2)
Dany jest ciag arytmetyczny (a,), okreSlony dla n>1, w ktorym spetniona jest rownos¢

a,, +a,, +a,, +a,, =100 . Oblicz sume¢ a,, +a,.

Przykladowe rozwiazanie
Poniewaz w zadaniu nalezy obliczy¢ sume¢ a, +a,,, wigc zapiszemy dang rOwnos¢

a,, +a,, +a,, +a,, =100 w postaci rownowaznej
Ay —4r+a,, —r+ay +r+a,,+4r=100,

gdzie r oznacza odpowiednio r6znic¢ danego ciggu. Stad wynika, ze
ays +a,, =50.

Schemat punktowania

Z/dAJACY OLTZYINUJE .eceeeuverersurressarncsssrecsssrecssssesssssesssssssssssosssssssssssosssssessssssssssssssssssssssssssasssssns 1p.
gdy:
e zapisze rOWnos¢ a,, +a,, +a,, +a,, =100 w postaci rOwnowaznej
a,s—4r+a,, —r+a,, +r+a, +4r =100 lub 4a,+98r =100, lub 2a, +49r =50
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy
albo
® 7apisze, 7€ a,; +a,, = a, +24r +a, +25r = 2a, +49r

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy,
albo
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e popetni btad rachunkowy w przeksztatcaniu réwnosci a,, +a,, +a,, +a,, =100 do

postaci rownowaznej 1 konsekwentnie do popetnionego btedu obliczy sume a,, +a,, .

Z.AAJACY OLTZYMUJE couueeeriresrnnrrccsssnrecsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnans 2 p.
gdy obliczy 1 zapisze, ze a,; +a,, =50.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy zapisze roéwno$¢ a,, +a,, +a,, +a,, =100 w postaci réwnowaznej

4a, +98r =100, a nastgpnie wprowadzi konkretne wartosci liczbowe do rownania z dwiema
niewiadomymi, np. » =1, i nawet poprawnie obliczy a,; + a, , to otrzymuje 1 punkt za takie

rozwigzanie.
2. Jezeli zdajacy myli wlasnosci ciggu arytmetycznego z wlasnosciami ciggu geometrycznego,
to za cate zadanie otrzymuje 0 punktow.

3. Jezeli zdajacy rozwaza wytacznie konkretne ciagi i nie podaje stosownego uzasadnienia na
temat zastosowania tych rozwazan do sytuacji ogdlnej, to otrzymuje 0 punktow.

4. Jezeli zdajacy zapisuje wyltacznie a,; +a,, =50, to otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 32. (0—4)
Funkcja kwadratowa f(x)=ax’+bx+c ma dwa miejsca zerowe x, =-2 i x, =6. Wykres

funkcji f przechodzi przez punkt A4 = (1, - 5) . Oblicz najmniejszg wartos¢ funkc;ji f.

Przykladowe rozwiazania

I spos6b rozwiazania
Poniewaz znamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej, to mozemy zapisa¢ wzor funkcji f

w postaci iloczynowej f(x)=a(x-6)(x+2).
Wykres tej funkcji przechodzi przez punkt 4 = (1, - 5), wigc otrzymujemy rownanie
~5=a(1-6)(1+2),

-5=-15a,
o=l
Funkcja okre$lona jest wzorem: f'(x) =%(x—6)(x+2).

Najmniejsza warto$¢ jest przyjmowana przez funkcje f dla argumentu x,, ktory jest srednig
arytmetyczng miejsc zerowych tej funkcji.
Wyznaczamy x, i najmniejsza warto$¢ funkcji 1 (x,)

%0 =052=2, /(%)= (2)=}(2-6)(2+2)=-13.

Strona 13 z 20

eduarkusze.pl



I1I sposéb rozwigzania
Z tresci zadania wynika, ze mozemy zapisa¢ uktad trzech roéwnan:

a-(=2)* +b-(=2)+c=0
a-6>+b-6+c=0

a-1>+b-1+c=-5

Po rozwigzaniu uktadu rownan otrzymujemy a = % , b= —% ic=—4.
Stad wynika, Ze funkcja fokreslona jest wzorem: f (x)= %xz - %x —4.

b 4
Funkcja ta przyjmuje najmniejsza warto$¢ dla argumentu x, = ;_ = il =2.

a 2. 3
Obliczamy najmniejszg warto$¢ funkcji: f(2) = %-22 - % 2—4= —% .
Uwaga
Po obliczeniu wspdtczynnikow a, b i ¢ mozemy najmniejsza warto$¢ funkcji obliczy¢ ze
wzoru q = —% . Wtedy otrzymujemy

_4Y 4l gy 16,16
min 4 ] l & 3 *
3 3

Schemat punktowania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMA «eveereriesrerecssanessssnesssnossssnesssssosssssossssesssssssssssesssssesssssssssssssssssossssssssssssssssssssssssssssss 1p.
Zdajacy
e obliczy pierwsza wspotrzedng wierzchotka paraboli: p =2
albo
e zapisze wzor funkcji f'w postaci iloczynowej, z jednym nieznanym wspotczynnikiem:
f(x)=a(x-6)(x+2),
albo
e zapisze trzy réwnania, w ktorych niewiadomymi sg wspotczynniki a, b, ¢ trojmianu
kwadratowego:
a- (=2’ +b-(-2)+c=0
a-6+b-6+c=0

a-1?>+b-1+c=-5
1 na tym poprzestanie lub dalej popenia btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSLEP ....ecccrverersvercssrercssnrcsssnressssrcssssssssssssssssssssassssens 2p.
Zdajacy
e zapisze wzor funkcji f w postaci iloczynowej, z jednym nieznanym wspolczynnikiem:
f(x)=a(x-6)(x+2) iobliczy warto$¢ a: a :%
albo
e obliczy wspotczynniki tréjmianu kwadratowego: a = % , b= —% 1c=—4

1 na tym poprzestanie lub dalej popetia btedy.
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Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zZadania ...........ecevceeicvveriniercssnncscnicssencsssesssssesnns 3p.
Zdajacy

e obliczy wspotczynniki trojmianu kwadratowego: a = %, b= —% 1 ¢ =—4 oraz obliczy
pierwszg wspotrzedng wierzchotka paraboli: p =2
albo
e obliczy wspotczynniki trdjmianu kwadratowego: a = 3 b= —% 1 ¢ =—4 oraz zapisze,
i o . . , A . 4\ 1
ze najmniejsza warto$¢ funkcji jest rtowna 1 oraz obliczy A = (—§) -4 3 (—4)
a
albo

e zapisze wzor funkcji f'w postaci iloczynowej, z jednym nieznanym wspotczynnikiem:
f(x)=a(x—6)(x+2) iobliczy warto$¢ a: a =% oraz obliczy pierwszg wspoOtrzedng

wierzchotka paraboli: p =2
i na tym poprzestanie lub dalej popenia btedy.

ROZWIQZanie Pelne ........ocueiieviriniiiinniicninrinnniinsnncnssnicnsnncssnnncssssssssssessssssssssesssssossssssses 4 p.

Zdajacy obliczy najmniejsza wartos¢ funkcji f: —% .

Uwagi

1. Jezeli zdajacy popeini btedy (rachunkowe, w przepisywaniu), ktére nie przekreslaja
poprawnosci rozumowania i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac
co najwyzej 3 punkty za takie rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy przyjmuje konkretna warto$¢ a > 0, to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy przy wyznaczaniu a popeinia btad rachunkowy 1 otrzymuje a > 0, to moze
otrzymacé co najwyzej 3 punkty.

4. Jezeli zdajacy przy wyznaczaniu a popetnia btad rachunkowy i otrzymuje a < 0, to moze
otrzymac co najwyzej 2 punkty.
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Zadanie 33. (0—4)
Punkt C =(0,0) jest wierzchotkiem tréjkata prostokatnego ABC, ktérego wierzchotek A lezy na

osi Ox, a wierzchotek B na osi Oy uktadu wspotrzednych. Prosta zawierajaca wysokos¢ tego
trojkata opuszczong z wierzchotka C przecina przeciwprostokatng AB w punkcie D =(3,4) .

FY
v

B

n D=(3,4)

Oblicz wspotrzedne wierzchotkow 4 1 B tego trojkata oraz dtugos¢ przeciwprostokatnej AB.

Przykladowe rozwigzania
I sposdb rozwiazania
Wspotczynnik kierunkowy prostej CD jest rowny
Yo=Y _4-0 4

x,—x, 3-0 3

Prosta AB jest prostopadta do prostej CD, wigc jej wspotczynnik kierunkowy jest réwny
—_3

Ay =—7-

Acp

Prosta ta przechodzi przez punkt D =(3,4), wiec jej réwnanie ma postaé
y =—%(x—3)+4 ,
y=-3x+2.
Poniewaz prosta AB przecina o$ Oy w punkt B, wiec B = (0,%) , natomiast o$ Ox w punkcie

A, wige A=(x,,0). Zatem

czyli A= (%,O) .

Dhugo$¢ przeciwprostokatnej 4B jest zatem rdwna
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Schemat punktowania I sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANEA cccuvverrersssnrecsssssnnecsssssnessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnans 1p.

Wl

Zdajacy zapisze wspotczynnik kierunkowy prostej CD: a,,, =
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ...cccceeeveicrsrrcssnricssnnccsssnesssnessssnessssscssssscsssseces 2p.
Zdajacy zapisze rOwnanie prostej AB: y = —Z(x -3)+4

1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania ..........coeeeicciisnniicsssnnicssssnnnecssssssncssssssessssnnes 3p
Zdajacy obliczy wspotrzedne punktow 4 1 B: A (TS 0) B= (0,%) .
ROZWIQZANie PEINE ..cuuuueriirivueiiciisniicnissnnricnsssnniccsssnniecsssssicsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssnass 4 p.

Zdajacy obliczy diugos¢ przeciwprostokatnej AB trojkata ABC: |AB| = 10%.

II sposob rozwiazania
Niech 4=(x,,0) i B=(0,y,).Dlugos¢ odcinka CD jest rowna

(CD|=/(3-0)’ +(4-0)’ =5.
Z twierdzenia dla trojkatéw ACD 1 BDC otrzymujemy
|4D|" +|cD|" =|AC[ i |cD[ +|BD| =

2 2
(\/(3—xA)2+(4—0)2) FP=x] i (\/(3_0)%(4_%)2) +5 =y,
9—6x,+x, +16+25=x,19+16-8y,+y, +25=y,°,
50=6x,150=8y,,

xAz% 2= 811)/19—?0 T5:6

N

Zatem A:(%,O) i B=(O,%).

Dhlugos$¢ przeciwprostokatnej AB jest zatem rowna

1513 0] - R o)
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Schemat punktowania Il sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do peInego roZwWigzania........ceeeccneeciseecisiicsseecssninssnecsssecssseessssnesssssesssssssssssssssssssssssssssese 1p.

2
(\/(3 —0) +(4-y,) ) +5* =y,” z niewiadomg odpowiednio x,, y,
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSLEP ..ececevercrsrercssercssrnresssnsesssnssssssssssssssssasssssasssssns 2p.

2

Zdajacy zapisze oba rownania: (\/(3 -x, )2 +(4- 0)2 +5=x7,

2
(\/(3—0)2 +(4—yB,)2 ) +5* =y,’ z niewiadoma odpowiednio x,, y,
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania ..........eeeeveeinveiinvnninsnicssnnicssnnisssnnessssressnsnes 3p.

Zdajacy obliczy wspotrzedne punktow 41 B: 4= (%, 0) , B= (0,%) 1 na tym poprzestanie

lub dalej popetnia btedy.

ROZWIZanie Pelne......ccovueiicnirericcissnnnicsssnniccsssnnecsssnnssssssssssssssssssssssssnnns 4 p.

Zdajacy obliczy diugos¢ przeciwprostokatnej AB trojkata ABC: |AB|= 10%.

Uwaga (do schematéow punktowania I i II sposobu rozwiazania)

Jezeli zdajacy popelni bledy (rachunkowe, w przepisywaniu), ktoére nie przekreslajg
poprawnosci rozumowania i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac co
najwyze] 3 punkty za takie rozwigzanie.
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Zadanie 34. (0-5)
Podstawg graniastostupa prostego ABCDEF jest trojkat prostokgtny ABC, w ktérym

|<):ACB|=90° (zobacz rysunek). Stosunek dhugosci przyprostokatnej AC tego trojkata do

dhugos$ci przyprostokatnej BC jest rowny 4 : 3. Punkt § jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABC, a dlugo$¢ odcinka SC jest rowna 5. Pole $ciany bocznej BEFC graniastostupa

jest rowne 48. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

|
|
|
|
|
|
|
|
|

D '
I
! E
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

AN
-7 e N
/
/// Il N
// AN
;
/,/ . \\
/
- ! N
- / AN
/
-7 K \
A ~B

Przykladowe rozwigzanie
Odcinek CS jest promieniem okregu opisanego na trojkacie ABC. Zatem

|CS|=|4S|=|BS|=5,
skad otrzymujemy |AB| =10.
Poniewaz stosunek dtugosci przyprostokatnej AC do dtugosci przyprostokatnej BC jest rowny
4 : 3, wiec mozemy przyjac |AC| =4x oraz |BC | =3x, gdzie x oznacza wspdtczynnik

proporcjonalnosci. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy rownanie
10% = (4x)" +(3x)",

100 =25x7,
x2:4,
x=2.

Zatem |AB| =8 oraz |BC| =6. Pole trojkata ABC jest rowne P = % -8-6=24.

Pole $ciany bocznej BEFC jest rowne 48, wigc
|BC|-H =48, gdzie |BE| = H to wysoko$¢ graniastostupa.

6-H =48,
H=8.
Objetos¢ graniastostupa jest rtowna V' =P, -H =24-8=192.
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Schemat punktowania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

PeINEZ0 FOZWIAZANIA .....uccccueeiiiririiniiintieninticnnticssticssseecsssnesssssesssssesssssesssssessssesssssnsssssssssses 1p.
Zdajacy
e obliczy dlugos¢ przeciwprostokatnej trojkata ABC: |AB| =10
albo
e zapisze zalezno$¢ miedzy dtugosciami przyprostokatnych trojkata ABC, np.:
b 4

—=— lub (JAC|=4x i |BC|=3x)
a 3

1 na tym poprzestanie lub dalej popetia btedy.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest iStotny .....ccceceeeeccenccsserescaresnns .2p.
Zdajacy zapisze

e rownanie pozwalajace obliczy¢ dtugosci przyprostokatnych, np.: (3x)2 + (4x)2 =10
albo

e uklad réwnan pozwalajacy obliczy¢ dlugosci przyprostokatnych, np.:

b_4 ia’+b* =10
a
1 na tym poprzestanie lub dalej popetia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania............ceeeevcveicnceicssnncssnncssneecsssnsssssnssssnsssnes 3p.
Zdajacy obliczy dlugosci bokéw trojkata ABC: |4B|=10, |AC|=8, |BC|=6 i na tym
poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Uwaga
Akceptujemy rozwigzanie, w ktorym zdajacy wykorzystuje trojke pitagorejska (6, 8, 10).
Rozwigzanie prawie Pelne .......iiinviiiiviininiinssninsnninssnncnsssncsssiesssncssssscsssssssssssssssssssnns 4 p.
Zdajacy

e nie obliczy objetosci bryly, ale obliczy wysoko$¢ graniastostupa: H =8
albo

e obliczy objetos¢ graniastostupa, popetniajac w trakcie rozwigzania btedy rachunkowe.

ROZWIZanie Pelne......ccovueiienirnriccssrnniicsssnnicssssnnecsssnsscsssssssssssssssssssssnnns 5p.
Zdajacy obliczy objetos¢ graniastostupa: V' =192.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy rozwaza w podstawie graniastostupa trojkat inny niz do trdjkata o bokach
6, 8, 10, ale podobny do tego trojkata o bokach 6, 8, 10, to moze otrzymac co najwyzej
2 punkty.

2. Jezeli zdajacy rozklada liczbe 48 na iloczyn 8 - 6 1 przyjmuje, ze 6 jest dlugoscia BC,

a nastepnie wyznacza pole podstawy i objetos¢ bryty, to moze otrzymaé co najwyzej
3 punkty.
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