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2 Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszerzony

Zadanie 1. (5 pkt)
Dana jest funkcja f () =|x—1|-|x+2| dla xeR.
a) Wyznacz zbior wartosci funkcji f dla x € (—o0,-2).

b) Naszkicuj wykres tej funkcji.
c) Podaj jej miejsca zerowe.
d) Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych réwnanie f(X)=m nie ma

rozwiazania.

2) Niech X &(-0,-2), wiedy:
x—1<0, czyli [x—1|=—(x~1) oraz
X+2<0, czyli |x+2|=—(x+2).
Zatem dla X € (—o0,~2) otrzymuje:
f(X)==(x=1)=(=(x+2))=—x+1+x+2=3.
Funkcja f dla X & (—0,—2) jest funkcja stala, a jej zbiorem wartosci jest
zbior {3}

b) Po zastosowaniu definicji wartosci bezwzglednej funkcje f zapisuje
W nastgpujacej postaci:
3 dla Xe(—oo,—2)
f(x)=4 -2x-1dla xe(-2,1)
-3 dla xe(Lw)
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Egzamin maturalny z matematyki 3
Poziom rozszerzony

Szkicuje wykres funkcji f.

Funkcja ma jedno miejsce zerowe w przedziale (—2,1) (co wida¢ na

sporzadzonym wykresie).

Migjsce zerowe funkcji f wyznaczam, korzystajac z jej wzoru w tym przedziale:
—2Xx-1=0, stad X, :—%.

¢) Rownanie f(x):m nie ma rozwigzan, gdy prosta o réwnaniu y=m

nie przecina wykresu funkcji f, czyli dla m< -3 lub m>3.
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4 Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszerzony

Zadanie 2. (5 pk)

Rozwiaz nierdéwnosé: log, (X2 —1) +log, (5 — X) >log, (3(X+ 1))
3 3 3

Wyznaczam dziedzing nierd6wnosci logarytmicznej:
X>’=1>0 A 5—X>0 A X+1>0.

Rozwiazania tych nierOwnos$ci zaznaczam na osi liczbowe;:

101 5
Dziedzina danej nierownosci jest przedziat (1,5).

Korzystam ze wzoru na sumg logarytmow 1 otrzymuje nieréwnos$¢ rownowazna:

log; [(X2 —1)(5— X)] >10g;(3(x+1)).

“unkcja logarytmiczna przy podstawie 3 jest malejaca, wigc po opuszczeniu

logarytméw i zmianie zwrotu nierownosci otrzymuje nieréwno$é rownowazna;
(x2 —1)(5 —X)<3(x+1).

Przedstawiam ja w postaci iloczynowej:

(x=1)(x+1)(5—x)<3(x+1)

(x=1)(x+1)(5-x)-3(x+1)<0

(x+D[(x=1)(5-%)=3]<0

(x+1)( x>+ 6X — 8)<0

—(x+1)(x=2)(x—4)<0

Rozwiazaniem nierdwnosci jest suma przedziatéw (-1, 2) U (4, ).

Rozwiazaniem nieréwnos$ci logarytmicznej jest cze$¢ wspdlna otrzymanego

zbioru 1 dziedziny: (1, 2) U (4, 5) .
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Egzamin maturalny z matematyki 5
Poziom rozszerzony

Zadanie 3. (5 pki)

Kapsuta ladownika ma ksztatt stozka zakonczonego w podstawie potkula o tym samym
promieniu co promien podstawy stozka. Wysokos$¢ stozka jest o 1 m wigksza niz promien

potkuli. Objetos¢ stozka stanowi % objetosci calej kapsuly. Oblicz objetos¢ kapsuly

ladownika.

Sporzadzam pomocniczy rysunek:

Zapisuje zalezno$¢ miedzy dlugoscia promienia stozka 1 jego wysokoscia:
h=r+1.
Objetos¢ V kapsuty zapisuje jako sume objgtosci stozka 1 potkuli:

V :lyzr2 -h +27zr3 =%7er (r +1)+§7rr3 stad V = 71’ +%7er.

Zalezno$¢ migdzy objgtoscia V stozka 1 objgtoscia V kapsuly wynikajaca

z tre$ci zadania ma postac:

V, :%V , stad

3
l7z-r2-(r+1)::g 20+ Lar?
3 3 3
l7zr2(r+1):27zr2(r +1J
3 3 3

r+1:2(r+1]
3

r=—.
3

Obliczam objetosci V kapsuty ladownika: V = i—:m3 .
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6 Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszerzony

Zadanie 4. (3 pki)

Dany jest trojkat o bokach dlugosci 1, %, 2. Oblicz cosinus i sinus kata lezacego naprzeciw

najkrotszego boku tego trojkata.

Wykonuje rysunek pomocniczy, na ktérym zaznaczam poszukiwany kat:

Wykorzystuje twierdzenie cosinusOw do zapisania rOwnania:

2
(l)zz(gj +22—2%-2-cosa i obliczam warto$¢ cosinusa kata «:

7
cosa =—.
8

Wartos¢ funkcji sinus kata a wyznaczam z tozsamos$ci trygonometrycznej

sin‘a + cos’a =1.

. (7Y ., 15

sina +| — | =1, sina=—.
8 64

. . . 1
Kat a jest katem ostrym, wiec sina = %
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Egzamin maturalny z matematyki 7
Poziom rozszerzony

Zadanie 5. (7 pkt)

Wierzchotki trojkata rownobocznego ABC sa punktami paraboli y =—x> +6X. Punkt C jest

jej wierzchotkiem, a bok AB jest réwnoleglty do osi Ox. Sporzadz rysunek w uktadzie
wspotrzednych 1 wyznacz wspotrzedne wierzchotkow tego trojkata.

Aby sporzadzi¢ rysunek wyznaczam wspotrzedne wierzchotka danej paraboli:
y=—X +6x=—(x- 3)2 +9, wige wierzcholek paraboli ma wspohrzedne (3,9).

Wykonuje¢ rysunek ilustrujacy tre$¢ zadania:

60" ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X,

Trojkat ABC jest rownoboczny, wigc kat BAC ma miar¢ 60°. Wspotczynnik
kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A i C jest wigc réwny

tg60° =+/3.

Wyznaczam réwnanie prostej AC:

prosta Yy = x/§X +b przechodzi przez punkt C = (3,9) , wiec wspotczynnik b jest
rowny b = —33+9.

Prosta AC ma roOwnanie: Yy = V3x =33 +9.
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8 Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszerzony

Aby wyznaczy¢ wspotrzgdne punktu A rozwiazuje uklad rownan:

{y:\/gx—3\/§+9

y =—X" + 6X
Po  dokonaniu  podstawienia y=—X"+6X otrzymuj¢  réwnanie
P3x=33+9=-x>+6x , ktore po uporzadkowaniu przyjmuje postac:
X +x(\/§—6)+9—3\/§=0.
Rozwigzaniem rownania sg liczby: X, =3, X, =3— NCR
Wspotrzedne punktdéw przeciecia prostej AC z parabola y=—X"+6X sa wiec
nastepujace: (3—\/5,6) oraz (3,9).
Punkt (3,9) jest wierzchotkiem paraboli, wigc punkt A ma wspotrzedne
(3-+5.0).

Wspotrzedne punktu B wyznaczam wykorzystujac fakt, iz osig symetrii paraboli

y =—X"+6X jest prosta X =3. Punkt B jest wigc obrazem punktu A w symetrii

wzgledem tej prostej, czyli B = (3 +3 ,6) :
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Egzamin maturalny z matematyki 9
Poziom rozszerzony

Zadanie 6. (4 pkt)
Niech A, B beda zdarzeniami o prawdopodobienstwach P(A) i P(B). Wykaz, ze jezeli
P(A)=0,85 i P(B)=0,75, to prawdopodobienstwo warunkowe spetnia nierownos¢

P(A]B)=0,8.

Poniewaz P(AU B)<1 z wasnosci prawdopodobiefistwa, wigc
1>P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Stad po przeksztalceniu otrzymuje:
P(ANB)>P(A)+P(B)-1

P(ANB)>0,85+0,75-1

P(ANB)>0,6

Korzystam z definicji prawdopodobienstwa warunkowego:

P(ANB)_ 0,6
P(B) 0,75

P(A|B)= i otrzymuje P(A|B)>0,8.
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10 Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszerzony

Zadanie 7. (7 pkt)
: o JMX—y =2
Dany jest uktad rownan:
X+my=m.
Dla kazdej wartosci parametru m wyznacz parg liczb (X,y), ktéra jest rozwigzaniem tego

ukladu réwnan. Wyznacz najmniejsza warto$¢ sumy x+y dla me(2,4).

mx—y=2
Rozwiazaniem uktadu réwnan { y dla kazdego me R jest para liczb
X+my=m
3m
X=—
m”+1
y_m2—2
m* +1
2
Sumg X+ Y zapisujg w postaci funkcji f(m)= %mlz, meR.
m- +

Aby znalez¢ najmniejsza warto$¢ sumy w danym przedziale obliczam pochodna
2
f(m): 3m +6m+3

( - )2 ,meR.
m”+1

funkc;ji f:

Obliczam miejsca zerowe pochodnej funkcji f:

f'(m)=0 gdy -3m* +6m+3=0.

Rozwigzaniami réwnania sa liczby: m, =1- J2 , m,=1+ J2 , przy czym
m, ¢(2,4).

Badam znak pochodnej w przedziale (2,4):

Poniewaz f '(m) >0dlame (2, 1++/2 ) , wigc funkcja f jest rosnaca w przedziale
<2, 1+ ﬁ) Poniewaz f’(m)< Odlame (1 + ﬁ, 4), wigc funkcja f jest

malejaca w przedziale (1 +/2, 4.

Stad wnioskuje, ze funkcja f przyjmuje najmniejsza warto$¢ w jednym z koncow

przedziatu <2, 4> :
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Egzamin maturalny z matematyki 11
Poziom rozszerzony

26

Obliczam warto$¢ funkcji f na koncach przedziahu: f (2) :g oraz f (4) =17
1 poréwnuj¢ otrzymane liczby.
26

Najmniejsza wartocia sumy X+ Y jest f(4)= TR
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12 Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszerzony

Zadanie 8. (3 pkt)

. . , sin? X —|sin X|

Dana jest funkcja f okre$lona wzorem f (X) =—dla xe (O, 7[) v, (7[, 27[).
sin X

a) Naszkicuj wykres funkcji f .

b) Wyznacz miejsca zerowe funkcji f.
Korzystam z definicji wartos$ci bezwzglednej 1 zapisujg wzor funkcji f

. 2 .
sin” X —sin X .
—— dla sinx>0
.. B sin X
w postaci: f(x)= Gy s
———— dla sinx<0
sin X

sinXx—1 dla sinx>0
f(x)=< . _
sinX+1 dla sinx<0.

Szkic wykresu funkcji w podanym zbiorze jest nastepujacy:

Na podstawie wzoru wyznaczam miejsca zerowe funkcji:

f(x)=0 dla x takich, ze sinx—1=0 lub sinx+1=0,

czyli dla Xzz,oraz X:TE.
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Egzamin maturalny z matematyki 13
Poziom rozszerzony

Zadanie 9. (3 pki)

Przedstaw wielomian W (X) =x*-2x’ =3x* +4x—1 w postaci iloczynu dwéch wielomianéw

stopnia drugiego o wspolczynnikach catkowitych i takich, ze wspotczynniki przy drugich
potegach sa rowne jeden.

Dany wielomian W (x)=x*—2x* —=3x* +4x—1 przedstawiam w takiej postaci,
aby mozna  bylo zastosowa¢  wzory skroconego ~ mnozenia:
W (x)=x"—2x* + x* —4x* +4x—1.

Grupuj¢ wyrazy 1 przedstawiam wyrazenie w postaci réznicy kwadratow dwoch
wyrazef: W (X) = (X2 — X)2 —(2x- 1)2.

Wykorzystuj¢ wzory skroconego mnozenia do rozktadu wielomianu na iloczyn
dwoch wielomiandéw stopnia drugiego:

W(x)z(x2 —x)2 —(2x-1)° :(x2 —x+2x—1)-(x2 —x—2x+1):

:(x2 +x—1)-(x2 —3x+1).
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14 Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszerzony

Zadanie 10. (4 pki)

Na kole opisany jest romb. Stosunek pola kota do pola powierzchni rombu wynosi T

Wyznacz miarg kata ostrego rombu.

Sporzadzam rysunek pomocniczy 1 wprowadzam nastgpujace oznaczenia:

a — dlugos¢ boku rombu, r — promien kota wpisanego w romb, P, — pole kota

wpisanego w romb, P, —pole rombu, o — kat ostry rombu.

D C

Zgodnie z wprowadzonymi oznaczeniami P, = zr’*, P, =a-2r.

2
Z warunkow zadania wynika proporcja: R _ 3 , stad I ﬁ
P, a-2r 8 2a 8

R, . 3
Z otrzymanej rowno$ci wyznaczam promien okregu: r=a- T

Z trojkata prostokatnego AED wyznaczam sinus kata « : sina = TAD| =—

2-a\£g J3

sing = = )
a 2

Zatem o =60°.
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Egzamin maturalny z matematyki 15
Poziom rozszerzony

Zadanie 11. (4 pkt)

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (an) wyraza si¢ wzorem

S,=2n"+n dlan>1.

a) Oblicz sume¢ 50 poczatkowych wyrazow tego ciagu o numerach parzystych:
a,+a,+a,+..+3,,-

b) Oblicz lim
e 3n° —2

a) Wyznaczam wzér ogdlny ciagu (an ) , korzystajac z wlasno$ci sum
czgSciowych ciagow: a, =S, - S, |
a,=2n’+n-2(n-1) —n+1=4n-1.
Wyznaczam wartos¢ wyrazu a, =7 1roznicy ciagu (a,, a,, ..., &,y ), =8

Obliczam sumg n=50 poczatkowych wyrazéw ciagu o numerach

2-7+(50-1)-8

parzystych: S,, = -50=10150.

b) Obliczam granice ciagu
3n’ —2

2n+n 2

lim 4 —_— )
n—>x 3n? —2 N—so0 3n 2 3
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Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszerzony

BRUDNOPIS
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