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Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony
Kryteria oceniania odpowiedzi

Zadanie 1. (0-4)

Obszar standardow Opis wymagan

Uzycie 1 tworzenie strategii Wykorzystanie cech podzielnosci liczb catkowitych

Rozwiazanie
Przeksztalcamy wyrazenie k° —2k* + k> do postaci iloczynowe;:

Kk -2k + 1) =k (k1) =[(k-1)k(k+D) ] .
Wykazujemy, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba (k —1)k(k +1) jest podzielna przez 6.

Aby wykaza¢ podzielnos$¢ liczby rozpatrujemy jeden z trzech sposobow:

sposob 1
Ws’l;éd trzech kolejnych liczb calkowitych jest co najmniej jedna liczba parzysta
1 doktadnie jedna liczba podzielna przez 3. Kwadrat iloczynu tych liczb jest podzielny
przez 36.
Zatem liczba postaci k° —2k* + k* , gdzie k jest liczba catkowita, dzieli sie przez 36.
sposob 11
Pokazujemy podzielnos¢ przez 2 1 przez 3:
1) podzielnos¢ przez 2
dla £ — parzystego czyli k=2m, gdzie m jest liczba catkowita, otrzymujemy
(k - 1) k(k+1)= (2m - 1) 2m(2m+1) = 2(2m - 1) m(2m+1)
dla & — nieparzystego czyli k=2m+1, gdzie m jest liczba catkowita, mamy
(k—l)k(k+l) = 2m(2m+1)(2m+2),

zatem w kazdym przypadku liczba (k —1)k(k +1) jest podzielna przez 2,

2) podzielno$é przez 3
dla k£ =3m, gdzie m jest liczba calkowita, mamy

(k —l)k(k +1)= (3m —1)3m(3m +1)= 3(3m —1)m(3m +1)

dla k =3m+1, gdzie m jest liczba catkowita, mamy
(k=1)k(k+1)=3mBm+1)(3m+2)

dla k =3m+2, gdzie m jest liczba catkowita, mamy
(k=1)k(k+1)=@m+1)(3m+2)(3m+3)=33m+1)(3m+2)(m+1),

zatem w kazdym przypadku liczba (k - 1) k(k +1) jest podzielna przez 3.

Poniewaz liczba jest podzielna przez 2 i przez 3, a liczby 2 i 3 sa wzglednie pierwsze,
wigc liczba (k - 1) k(k +1) jest podzielna przez 6.
Kwadrat tej liczby jest podzielny przez 36.
Zatem liczba k® —2k* + k*, gdzie k jest liczba catkowita, dzieli sie przez 36.
sposéb 111

Pokazujemy podzielnos$¢ przez 6 na podstawie przypadkow:
dla k =6m, gdzie m jest liczba catkowita, mamy

(k=1)k(k+1)=(6m—1)6m(6m+1)=6(6m—1)m(6m+1)
dla k =6m+1, gdzie m jest liczba catkowita, mamy
(k—=1)k(k +1) = 6m(6m+1)(6m +2)
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dla k=6m+2, gdzie m jest liczba catkowita, mamy
(k=1)k(k+1)=(6m+1)(6m+2)(6m+3)=6(6m+1)(3m+1)(2m+1)
dla k =6m+3, gdzie m jest liczba catkowita, mamy
(k=1)k(k+1)=(6m+2)(6m+3)(6m+4)=6(3m+1)(2m+1)(6m+4)
dla k =6m+4, gdzie m jest liczba catkowita, mamy
(k=1)k(k+1)=(6m+3)(6m+4)(6m+5)=6(2m+1)(3m+2)(6m+5)
dla k=6m+5, gdzie m jest liczba catkowita, mamy
(k=1)k(k+1)=(6m+4)(6m+5)(6m+6)=6(6m+4)(6m+5)(m+1),
zatem w kazdym przypadku liczba (k —1)k(k +1) jest podzielna przez 6.

Kwadrat tej liczby jest podzielny przez 36.
Zatem liczba k® —2k* + k*, gdzie k jest liczba catkowita, dzieli sie przez 36.

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w KtOrym jest POSTEP ....cccccveerverccssnrcssnrcssnncssnnesssasssssnsessssesssssssssssssnsssssnss 1 pkt

Zapisanie liczby n° = k® —2k* + k> w jednej z nastepujacych postaci iloczynowych:
K (K =1) tub [k(k*=1)] b [&(k=1)(k+1)] lub &[(k~1)(k+1)] Iub (K ~k)".

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ..c.ccccveeveriveiisenssuensicssernsunsssnnsssecsssncssessansens 2 pkt
Wykazanie podzielnosci liczby n przez 2 albo przez 3.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

Wykazanie podzielnosci liczby n przez 2 1 przez 3 albo stwierdzenie, ze iloczyn trzech
kolejnych liczb catkowitych jest podzielny przez 6.

Uwaga
k+1
Zdajacy moze zauwazy¢, ze (k+1)k(k—1) = 6( 3 j Przyznajemy wtedy 3 punkty i nie

wymagamy wyjasnienia, ze zostat tu uzyty uogdlniony wspotczynnik dwumianowy.
ROZWIQZanie PEINe .......oicuiiiiuiiiicnricnniinseninsnnicssnicsssnnssssisssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssnss 4 pkt
Wyciagniecie wniosku o podzielnosci liczby n® przez 36.

Zadanie 2. (0—4)

Rozumowanie i argumentacja | Przeksztatcenie rOwnowazne wyrazenia wymiernego

I sposob rozwiazania
Przeksztatcamy teze w sposob rownowazny.

_l_
a—-c b-c

a(b—c)+b(a—c)=2(a—c)(b—c),czyli ab—ac+ab—bc =2ab—2ac—2bc+2c” .
Stad otrzymujemy 2¢” —ac—bc =0, czyli ¢(2c—a—b)=0.

Mnozymy obie strony réwnosci =2 przez (a—c)(b—c), otrzymujac:

Ta ostatnia réwno$¢ jest prawdziwa, bo z zalozenia 2c—a—b=0. Zatem teza tez jest
prawdziwa.
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Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielKi......ooeeeeeineeiseiseecsnnisecnsenssnecsnensnecseecnnes 1 pkt

Sprowadzenie lewej strony rownos$ci do wspolnego mianownika:

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....ccceeveeeveiisuinsirsseinseissecssnnssssncssnesssnesseesanne 2 pkt
N b
a-c b-c

a(b—c)+b(a—c)=2(a—c)(b—c).

Przeksztatcenie réwnosci =2 do postaci

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Wykonanie dziatan i doprowadzenie réwnosci do postaci np.: 2¢” —ac—bc =0.
ROZWIQZANIE PEINE ...cccnneeiinniiiiiiiniiinrinnttinnniicnntinssicsssiesssiessssnessssissssssosssssssssssssssseses 4 pkt
Uzasadnienie, ze ¢ (2c —-a— b) =0 1 wnioskowanie o prawdziwosci rownosci
a b
+ =2.

a-c b-c

I1 sposob rozwiazania
Z rownania a + b =2¢ wyznaczamy b =2c—a 1 wstawiamy do wyrazenia:

_ _ —(2¢— 2Ma—
a N b __a N 2c—a __a +2c a:a (c a): (a 0)22.
a-c¢ b-c a-c¢ 2c-a-c¢ a-c c-a a—c a—c
Uwaga

Z réwnania a +b = 2¢ mozna takze wyznaczy¢ zmienna a lub c.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielKi......ooeeeveeeneeisenseeisneisecssensnecsnecsnecsnecnnes 1 pkt

Sprowadzenie lewej strony rownosci do wspolnego mianownika:

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ..ceeeevverecrrrissrrcssnncssnnrcssssrcssssscssssesssssesssssenes 2 pkt
Wyznaczenie z zatozenia a + b = 2¢ , np. b 1 doprowadzenie wyrazenia do postaci
a b a_ ., 2c—a a_. 2c—a

+ = =
a—-c b-c a-c 2c-a-c a-c c-a
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

Wykonanie dziatan i doprowadzenie wyrazenia do postaci np.:

ROZWIQZANie PEINE.......uuueiiueiiiiiiiiniiiiiiintictiinitinneissnteessssnessssnesssssesssssessssscssssssssssenes 4 pkt

. .. . a
Przeksztatcenie wyrazenia do postaci + = =2.
a—-c b-c a—c

I11 sposob rozwiazania
Z roéwnania a+b=2c otrzymujemy a-c=c-b, wigc ciag a,c,b jest ciagiem

arytmetycznym.

c=a+r b=a+2r

Wstawiamy do wyrazenia

a b a a+2r a a+2r —-a+a+2r 2r
a—c b—c a—(a+r) a+2r—(a+r) -r r r r
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Uwaga
Zdajacy moze zauwazy¢, ze a—c =c—b 1 przeksztalci¢ wyrazenie bez wprowadzania r,
a b a b a-b 2c-b-b 2c-2b

np. + = + = = =2.
a-c b-c c¢c-b b-c c-b c—b c—b
Schemat oceniania III sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielKi.......ccooeeveeivueiseinsuenseinsneisecssnecseccsnensnenens 1 pkt
Zapisanie, ze liczby a, ¢, b tworza ciag arytmetyczny.
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ..c.cccveeveriseriseissuensuenssencsnesssnccssesssncssesssncens 2 pkt
a+2r

Doprowadzenie wyrazenia do postaci, np. .
a—(a+r) a+2r—(a+r)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
. S . . .a a+2r
Wykonanie dzialan i doprowadzenie wyrazenia do postaci — +
—r r

ROZWIQZanie PEIE ......uuneiiiiniiiniiiiiinnientennntenteeceeeceensssesssssesssssessssensssssnessssssssses 4 pkt

. . . —a+a+2r 2r
Przeksztalcenie wyrazenia do postaci =—=2.

r r
Zadanie 3. (0-6)
Uzycie 1 tworzenie strategii Rozwiazanie rownania kwadratowego z parametrem

z zastosowaniem wzordéw Viete’a, przeprowadzenie
dyskusji 1 wyciagnigcie wnioskéw

I sposob rozwiazania

Zapisujemy warunki jakie musza by¢ spelnione, aby rownanie

x> —dmx—-m’ +6m* +m-2=0

posiadato dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x, ,x, takie, ze (x, —x,)* <8(m+1):

A>0
{(x1 - X, )2 < 8(m + 1)
Rozwiazujemy nier6wnos¢ A >0.
16m* —4(—m’ +6m*> +m—2)>0
m —2m’ —m+2>0
(m+l)(m—1)(m—2)>0.
Zatem m € (—1,1)u(2, +oo).
Rozwiazujemy nierowno$¢ (x, —x,)° <8(m+1), korzystajac ze wzoréw Viéte’a.
X, =2xx, +Xx; <8m+8
X, +x3 —2xx, <8m+8
X7 +2x,x, + x5 —4x,x, <8m+8
(x, +x, )2 —4x,x, <8m+8. Poniewaz x, +x, =4m oraz x,-x, =—m’ +6m’ + m—2, wigc
(4m)’ —4(—m3 +6m’ +m—2)< 8m+8.

Przeksztatcamy te nieréwno$¢ do postaci 4m’ —8m* —12m <0
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stad 4m(m—3)(m+1)<0.

Rozwigzaniem nierownosci jest

m e (—o0,—1)u(0,3).

Wyznaczamy czg$¢ wspolng otrzymanych zbioréw rozwiagzan nierownosci:
A>01 (x,—x,)" <8(m+1).

Stad m e (0,1) u(2,3) .

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwiazanie zadania sktada si¢ z trzech etapéw. Pierwszy z nich polega na rozwiazaniu

nierownosci A >0: me(—l,l)u(2,+oo). Za poprawne rozwiazanie tego etapu zdajacy

otrzymuje 1 punkt.

Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze A >0, to za tg czg¢$¢ otrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na rozwiazaniu nieréwnosci (x, — x,)° <8(m+1). Za te cze$é rozwiazania
zdajacy otrzymuje 4 punkty.

Trzeci etap polega na wyznaczeniu czgSci wspolne] rozwigzan nierOwnosci z etapu
pierwszego 1 drugiego. Za poprawne rozwiazanie trzeciego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Podzial punktéw za drugi etap rozwiazania:
1 punkt zdajacy otrzymuje za

. . . . 2 . 2
e zapisanie wyrazenia (x, —x,) W postaci (x, +x,) —4xx, lub —-.
a

3 punkty zdajacy otrzymuje za
e zapisanie nieréwnosci (x,—x,)’ <8(m+1) w postaci nieréwnos$ci trzeciego
stopnia z jedna niewiadoma m, np. 4m’ —8m”> —12m < 0.
4 punkty zdajacy otrzymuje za
e rozwiazanie nierdwnosci trzeciego stopnia: m e (—o0,—1)\U(0,3).

Rozwigzanie pelne (172eCi €1ap)...cuuecvveecseissuvnsuenssuinsuenssuinsrinssnisssisssissssssssssssssssssssssssssesans 6 pkt
Wyznaczenie czg$ci wspdlnej zbiordw rozwiazan nierownosci i podanie odpowiedzi:

me (O,l)u(2,3) .

Uwaga

Przyznajemy 1 punkt za wyznaczenie czgsci wspollnej zbioréw rozwigzan nierdwnosci
zetapu I 1 etapu II, gdy co najmniej jedna nierdownos¢ (albo z etapu I, albo z etapu II) jest
rozwiazana poprawnie.

I1 sposob rozwiazania

Roéwnanie x* —4mx—m’ +6m> + m—2=0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x, i x,,
gdy A>0.

Obliczamy A =16m" —4(-m’ +6m” +m—2)=4(m’' —2m* —m+2).

Rozwiazujemy nieréwnos¢ A > 0.

m —2m* —m+2>0

(m+1)(m—1)(m—2) >0.
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Zatem m € (—1,1) u(2,+oo) .

Nastgpnie wyznaczamy pierwiastki x, ,x, :

4m—\/4(m3 —2m2—m+2) 4m+\/4(m3—2m2 —m+2)
X = , Xy = .
2 2
Wowczas
4m—2\/m3—2m2—m+2 4m+2\/m3—2m2—m+2
X =X, = —
2 2
4m—2\/m3—2m2—m+2—4m—2\/m3—2m2—m+2
X=Xy =
2
X =X, = Am 22m m+2=—2\/m3—2m2—m+2
1 stad

(=) =(-2/m =200 —m+2)2 = 4(m* —2m* —m+2).

Z warunku (x, —x,)” < 8(m+1) otrzymujemy nieréwnos¢ 4(m3 —2m* —m+ 2) <8(m+1).
Stad m’ —2m> =3m <0, czyli m(m* =2m=3)<0, m(m+1)(m-3)<0.

Zatem m e(—oo,—l)u(0,3).

Wyznaczamy czg$¢ wspolng otrzymanych rozwiazan nierownosci
A>01 (x,—x,)" <8(m+1): m E(O,l)u(2,3) .

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
Rozwiazanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy z nich polega na rozwiazaniu nierownosci A>0: me(-1,1)U(2,+x).

Za poprawne rozwiazanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze A >0, to za tg czg$¢ otrzymuje (0 punktéw.

Drugi etap polega na rozwiazaniu nieréwnosci (x, —x,)” <8(m+1). Za te cze$é rozwiazania
zdajacy otrzymuje 4 punkty.

Trzeci etap polega na wyznaczeniu czgsci wspolnej zbioroOw rozwiazan nierdOwnosci z etapu
pierwszego i drugiego. Za poprawne rozwiazanie trzeciego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Podziat punktow za drugi etap rozwiazania:
1 punkt zdajacy otrzymuje za

4m—\/4(m3—2m2—m+2) 4m+\/4(m3—2m2—m+2)
® wyznaczenie X, 1 X,: X, = , Xy = .

2 2

2 punkty zdajacy otrzymuje za

e zapisanie x, —Xx, = oM —2m* —m+2.
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3 punkty zdajacy otrzymuje za

e obliczenie (x,—x,) = 4(m3 —2m’ —m+ 2) i zapisanie nieréwnosci

4(m* —2m* —m+2)<8(m+1).

4 punkty zdajacy otrzymuje za
e rozwigzanie nierOwnosci trzeciego stopnia: m € (—oo, —1) U (0,3) .

Rozwiazanie pelne (172CT €1aP).cccecrierereressvicssnicssnisssanisssssesssasssssssesssssssssssssssssssssssssssssses 6 pkt

Wyznaczenie czgsci wspdlnej rozwigzan nierownosci 1 podanie odpowiedzi:
me (0,1)u(2,3) .

Uwagi

1.

Przyznajemy 1 punkt za wyznaczenie czg¢sci wspodlnej zbioréw rozwiazan nierdwnosci
z etapu I 1 etapu II, gdy co najmniej jedna nieréwno$¢ (albo z etapu I, albo z etapu II) jest
rozwiazana poprawnie.

2. Jezeli zdajacy popeini jeden biad rachunkowy i konsekwentnie do tego bigedu poda

rozwiazanie, to otrzymuje S punktow.

Zadanie 4. (0—4)

Uzycie 1 tworzenie strategii Rozwiazanie rOwnania trygonometrycznego

I

sposob rozwiazania

. ) .2 . . . , .
Wytaczamy przed nawias 2sin” x: 2sin x(l—cosx)=1—cosx 1 zapisujemy rownanie

w postaci iloczynowej: 2sin” x(I—cosx)—(1—-cosx)=0, (2 sin” x — IXI —cosx)=0.

Zatem 2sin’x—1=0 lub I—cosx=0.

Stad otrzymujemy:
sinx——ﬂ sinx =— 1
> > cosx =
5 7 1 3
x=—xm lub x=—nx lub x=—x lubx==-rx lub x=0 lub x=2rx
4 4 4 4
albo albo albo
x=225° lub x=315° x =45° lub x=135° x=0° lub x =360°

. . -y, . <2 <2
Zatem rozwigzaniami rownania 2sin” x —2sin” x cosx =1—cosx sa:

x=0 lub x=%7z lub x=§ﬂ' lub x=§7z lub x=%7z lub x=2x

albo
x=0°lub x=45° lub x=135° lub x=225° lub x=315° lub x=360°.
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Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZANIA ZAUANIA «.eeeeuveiiisnniiiinniiinecisseicsssnecsssneesssnscssssesssssecssssssssssessssssssssssssssnsssssassssss 1 pkt
Zapisanie rOwnania w postaci, np.

2sin” x(1—cosx)=1-cosx lub 2sin® x(1—cosx)—(1-cosx)=0,

lub (2sin2 x—l)—cosx(2sin2 x—l) =0.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .....ccccceeeeueecssueccsnnnes ... 2 pkt
Zapisanie rOwnania w postaci alternatywy:

) 1
. sm2x=5 lub cosx =1

. 2 . V2
e sinx=———lub s1nx=7

,lub cosx =1

e c0s2x=0lub cosx=1

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Rozwiazanie jednego z otrzymanych rdwnan.
ROZWIQZanie Pelne ........cueiiniiiiiuiiiinnnicnniinnnninsnicnsnicssnncssnnncssssssssssesssssessssssssssnessssssssnss 4 pkt
Zapisanie wszystkich rozwiazan réwnania 2sin” x —2sin’ xcosx =1—cosx w podanym
przedziale:
3 5

x=0,x=—7n, XxX=—"n,X=—"T,X=—7T, X=2T

4 4 4 4
albo

x=0° x=45°, x=135°, x=225°, x=315°, x=360°.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy podaje ogolne rozwiazania rownania 2sin” x —2sin’ xcosx =1—cosx bez

uwzglednienia przedzia}u<0, 27r> , to otrzymuje 3 punkty.
2. Jezeli zdajacy zapisze réwnanie w postaci 2sin’ x(l —cos x) =1-cosx, a nastgpnie
podzieli obie strony réwnania przez cosx—1 bez odpowiedniego zatozenia i rozwiaze

tylko rownanie 2sin” x—1=0, to za cate zadanie otrzymuje 1 punkt.
3. Jezeli zdajacy zapisze roéwnanie w postaci 2sin’ x(l —cos x) =1—-cosx, a nastgpnie
podzieli obie strony réwnania przez cosx—1 zakladajac, ze cosx#1, rozwiaze tylko

, . .2 . . , . . .
réwnanie 2sin” x—1=0 1 nie rozpatrzy rdwnania cosx =1, to za cate zadanie otrzymuje
2 punkty.

II sposéb rozwigzania
Zapisujemy roOwnanie za pomoca  jednej funkcji trygonometrycznej
2(1 —cos’ x)— 2(1 —cos’ x )cos x =1—-cosx 1iprzeksztatlcamy do postaci

2-2cos’x—2cosx+2cos’x—1+cosx=0

2c0s’ x—2cos’ x—cosx+1=0.
Nastgpnie zapisujemy to rOwnanie w postaci iloczynowe;j

(2COSZX—1XCOSX—1)=O.
Zatem
2¢cos’x—1=0 lub cosx—1=0.
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Stad otrzymujemy:
V2
cosSx=——— cosx =—— cosx =1
x:iﬂ lub )C:éﬂ' lub x=l7z lub xzzﬂ', lub x=0 lub x=2x
4 4 4 4
albo albo albo
x=135° lub x =225° x=45° lub x=315° x=0° lub x =360°

Zatem rozwigzaniami réwnania 2sin’ x —2sin” x cosx =1—cosx sa:
x=0 lub leﬂ' lub xzéﬂ lub xzéﬂ lub )C:Zﬂ' lub x=27x
4 4 4 4

albo
x=0° lub x=45° lub x=135° lub x=225° lub x=315° lub x=360°.

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZania ZAAAMIA....ueeecieeeisseeicsseninssnnesssnncssssnesssnesssssesssssessssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssss 1 pkt
Zapisanie rbwnania w postaci iloczynowej, np.

(2(:052 x—lXcosx—1)= 0 lub (\/Ecosx—1)<\/§cosx+1)(cosx—l)=O.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccceeveirrercsensseicseissencsenssnrcssessssnesesssscesans 2 pkt
Zapisanie rOwnania w postaci alternatywy:

1
o coszxZE lub cosx =1

2 2
e CosSx= 5 lub cosx :7’ lub cosx=1.
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........cceeeevvericssencnssencsssercsssercssnescsssnssssssssnns 3 pkt
Rozwiazanie jednego z otrzymanych réwnan.
ROZWIgzZanie Pelne.......ueiceiiiiiiiiiiiiiiiintictcnnenntnsnnsneessessesssessesssesssssssssssessss 4 pkt

. . . . ’ r . . 2 c 2
Zapisanie wszystkich rozwiazan rownania 2sin” x —2sin” xcosx =1—cosx w podanym
przedziale:

x=0°, x=45°, x=135°, x=225°, x=315°, x=360°.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy podaje ogélne rozwiazania rownania 2sin” x —2sin’ xcosx = 1 —cosx bez

uwzglednienia przedziatu <0, 27z> , to otrzymuje 3 punkty.
2. Jezeli zdajacy zapisze réwnanie w postaci 2coszx(cosx—1):cosx—1, a nastepnie
podzieli obie strony réwnania przez cosx—1 bez odpowiedniego zatozenia i rozwiaze

tylko réwnanie 2cos’ x—1=0, to za cale zadanie otrzymuje 1 punkt.
3. Jezeli zdajacy zapisze rownanie w postaci 2cos’ x(cosx — 1) =cosx—1, a nastgpnie
podzieli obie strony réwnania przez cosx —1 zakladajac, ze cosx #1, rozwiaze tylko

rownanie 2cos’ x—1=0 i nie rozpatrzy rownania cosx =1, to za cate zadanie otrzymuje
2 punkty.
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Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony 11
Kryteria oceniania odpowiedzi

Zadanie 5. (0—4)

Uzycie 1 tworzenie strategii Zastosowanie wlasno$ci ciagu geometrycznego, wzorow
na n-ty wyraz tego ciagu i na sume n wyrazow ciagu
arytmetycznego

I sposob rozwiazania

a 3xn+l
Z wlasnosci ciagu geometrycznego zapisujemy rowno$é: g = —=L = ETH =3t
a 3

n

Zatem 27 =3""" Stad x,,, —x, =3 dla n>1.
Zauwazamy, ze jesli dla dowolnej liczby naturalnej n: x,,—x, =3, to ciag (x,)jest
arytmetyczny o roéznicy r =3.
Z wlasnosci ciagu arytmetycznego zapisujemy uktad rownan
{x, +(%, +7) 4ot (x, +97) = 145
r=3

. |10x, +45r =145 | . .
Doprowadzamy uktad do postaci: 3 1 podstawiamy r =3 do pierwszego
=

réwnania. Otrzymujemy rownanie z jedng niewiadoma: 10x, +135=145. Stad x, =1.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZANIA ZAUANIA «.veeerverersnnicssninisnncssnnssssnisssssssssssesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssassssnns 1 pkt
Wykorzystanie wlasnosci ciagu geometrycznego i zapisanie odpowiedniego réwnania, np.

27 =35,

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .....c.ccceeeveeecscneccsnnnes ... 2 pkt
Zapisanie zaleznosci migdzy dwoma kolejnymi wyrazami ciagu (xn) DX, —x, =3

(wystarczy zapis, np. x, —x, =3).

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Zapisanie uktadu réwnan
2x, +9r
x +(x +7r)+...+(x +9r)=145 ! -10=145 10x, +45r =145
)+ (3 +9r) lub 2 . lub hTmrE
= 3 r = 3
r=3

lub rownania x, +(x, +3)+...+(x, +27) =145 iprzeksztalcenie do rownania w postaci,
np.: 10x, +135=145.

ROZWIQZanie PEHE .......ueeiiiviiiiiiiiiiintiintnnntinnticneecneissstssssnessssnessssnesssssessssnessses 4 pkt
Obliczenie x,: x, =1.

Uwaga
Jezeli zdajacy pomyli wiasnosci ciggu arytmetycznego i geometrycznego, to za cale
rozwiazanie otrzymuje (0 punktow.
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12 Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony
Kryteria oceniania odpowiedzi

II sposéb rozwigzania

Z warunkow zadania zapisujemy rownos¢é: 3"
Zatem

3%.3%. 3% =3

Korzystajac z tego, ze ciag (an) jest geometryczny o ilorazie g =27 otrzymujemy
3%.3%.27...39.27° =3'¥

Stad

310xl X 271+2+,..+9 — 3145

310,\'l '33~45 — 3145

3105+135 _ 3145

10x, +135=145
10x, =10

x =1

+xy X, 3]45

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIiQZania ZAdania.........eceeineinieeineininenneinsninneecssiinsisssessssisssessssssssessssssssssssssssssssssssssses 1 pkt
Wykorzystanie warunkéw zadania i zapisanie rownoéci: 3% = 3%
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccceeveirveicsersseinsiissnncsenssnncssessssncssssssseaes 2 pkt

Wykorzystanie wlasnosci ciagu geometrycznego 1 zapisanie rOwnania:
39.3%.27...-37.27" =3'%,

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Przeksztatcenie rownania do postaci: 10x, +135=145.

ROZWIQZANIE PEINE...ccnnneiiiniiiiiiiiniiiiiiintictennntecnecsnsecssstesssssesssssesssssesssssessssssssssenes 4 pkt
Obliczenie x,: x, =1.

Zadanie 6. (0—4)

Uzycie i1 tworzenie strategii Znalezienie zwiazkéw miarowych w figurach ptaskich
z zastosowaniem trygonometrii

I sposob rozwiazania

A B

Z tresci zadania wynika, ze |BD| = %|BC| i |<):ABC| =30° oraz |BE| =4.
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Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony 13
Kryteria oceniania odpowiedzi

Z trjkata prostokatnego BEC otrzymujemy: cos30° = % :
4 3 8 4
Z ——=—/18tad |[BC|=—1 |BD|=—.
atem > ta | | 1 | | \/5

3

, stosujac twierdzenie cosinusoéw dla trojkata ABD.

|BC|

Obliczamy |AD

|AD|" =|4B[" +|BD| —2|4B|"|BD|-cos <ABD,
4y 4 BB

AD[ =8 +| — | —2.8.—.22

4 {ﬁJ N

4D =64+20 322107
3 3

Stad |4D| = 4\E = %Jﬁ.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZANIA ZAAANIA «occnveeenreninenreenieensnenneecsnenssnecssessssesssessssesssessssesssesssssssssssssesssassssesssases 1 pkt
Wprowadzenie oznaczen i obliczenie dtugosci odcinka BC lub CE:
8 4
BC|=—= lub |CE|=—.
8] =} ub Bl =
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ...cccceevueereriseeisenssnecsencseecsensssneseccsseessescseens 2 pkt

. . o 4
Obliczenie dlugosci odcinka BD: |BD| = ﬁ
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .........ceececveeicsvenccssencsssencsssencsssencssesesssnsssnns 3 pkt

Zapisanie twierdzenia cosinusow dla trojkata ABD:
2
4 4
|AD|2 =g’ +(—) —2-8-—-co0s30°

B)E

ROZWIQZanie PEIE ......ueiiiiniiiiiiiiiiintiitinittinnnncneecneesssicsssssessssnessssnssssssessssessses 4 pkt

Wyznaczenie dtugosci srodkowej AD: |AD| =—.

Uwaga
Jesli zdajacy blednie wyznaczy warto$¢ cos30° i konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie
do konca, to otrzymuje 3 punkty.
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14 Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony
Kryteria oceniania odpowiedzi

11 sposob rozwiazania

A

Wprowadzamy oznaczenia: x — dlugo$¢ ramienia trojkata 4ABC ,
y — dtugos¢ srodkowej AD tego trojkata.
Zapisujemy twierdzenie cosinusow dla trojkata 4ABC, gdzie |<):A CB| =120°:

8% = x* +x* —2x” c0s120° . Przeksztalcamy r(')wnanie do postaci 64 =2x"+x".

@

Stad otrzymujemy: x = 8 Poniewaz |CD| x , stad |CD|

N

IR RIT RS — A
oG4 16 3 112 W1 _421

—+—=—— Stad otrzymujemy y =

=—+
3 3 3 3 \/33

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZania ZAAAMIA....ueceeieeiiisericssenenssneesssnnessssnessssnessssnesssssessssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssss 1 pkt
Wprowadzenie oznaczen i zapisanie twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC,

np. 8 =x’ +x° —2x” cos120°.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP cccceeervurrcrrnrisssaresssnrcssnscssssncssssssssssessnsssssssssses 2 pkt
Obliczenie x lub x*: x= i, ¥ = 64 .

NG 3
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

Zapisanie twierdzenia cosinusow dla trojkata ADC:
2 2
(505
y=El—7= = -—-—-005120°
(\/3 V3 V3 3

2[8j2(4f 8 4(1) 64 16 32 112
y =| — +| — —_— | —— _t—t—=—
NE) NE) NERNE] 33 3 3
ROZWIQzZanie Pelne......ueeceiineiiniiiiiiiiintintcntintcseessecssessnssssssesssesssssssssssessss 4 pkt

Wyznaczenie dlugosci srodkowej AD: y=—.

Uwaga
Jesli zdajacy btednie wyznaczy warto$¢ cos120° (np. zapomina o znaku) i konsekwentnie
doprowadzi rozwiazanie do konca, to otrzymuje 3 punkty.
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Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony 15
Kryteria oceniania odpowiedzi

111 spos6b rozwiazania

C

30°
A B

Wprowadzamy oznaczenia: x — dlugo$¢ ramienia trojkata ABC ,
y — dlugosc¢ srodkowej AD tego trojkata.
Zapisujemy twierdzenie cosinusoéw dla trojkata ABC, gdzie |<):ABC | =30°

x> =8 +x>—2-8-x-c0s30°.

B3

Przeksztalcamy réwnanie do postaci: 64=2-8-x 0

8 1 4
Stad otrzymujemy: x =—. Poniewaz |BD|=—x, stad |BD|=—.
T PoA= s IBol= 75

Obliczamy |AD| stosujac twierdzenie cosinusow dla trojkata 4BD :

2 2
y2:82+(ij _2.8- % cos30°, y2:82+[iJ —2-8-i-\/§:64+%—32:%.

V3 V3 V3 N

Stad otrzymujemy y = 475 .

Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZANIa ZAAANIA c.c.cuueeenneeeiineeiineensnecisneessnecsssecsssneessssessssssssssssssssssssssasssssasssssasssssnes 1 pkt
Wprowadzenie oznaczen i zapisanie twierdzenia cosinusOw dla trojkata ABC,

np. x> =8 +x°—2-8-x-c0s30°.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .....ccccceeeeueecssueccsnnnes ... 2 pkt
Obliczenie x lub x*: x= i, ¥’ = 64 .

3 3
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

Zapisanie twierdzenia cosinusow dla trojkata ADC:

2
4 4
2=8'4| —| —2-8-—-c0s30°.
g (ﬁJ N

ROZWIQZanie PEHE ......uoneeiiniiiniiitiiitieintncttecteenneecneessnessssseesssseessssnsssssnessssnsssaes 4 pkt

421

Wyznaczenie dlugosci srodkowej y: y = 5

Uwaga
Jesli zdajacy blednie wyznaczy warto$¢ cos30° i1 konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie
do konca, to otrzymuje 3 punkty.
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16 Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony
Kryteria oceniania odpowiedzi

IV sposob rozwiazania

C

E F
Z tresci zadania wynika, ze |AE| :|EB| =4. Poniewaz DF' ||CE 1 D jest $§rodkiem odcinka
BC, to F jest srodkiem odcinka EB. Stad |FB| =2.

A B

g . o i 2|DF|3
Trojkat BDF jest ,,polowa” trojkata rownobocznego o wysokosci FB, wigc |FB| = T

|FB[_ 2
BB

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ADF obliczamy dlugo$¢ srodkowej AD:

2
|AD|= | 4F[ +|DF| =,/62+(ij = /36+f= /2=4\ﬁ=@.
3 3 3 3 3

Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

Stad |DF | =

FOZWigZania ZAAAMIA......ccerreriesrercissaresssnnessssncssssnessssssssssssssssossssssssssssssssssssnsssssnsssssnsssssnsssses 1 pkt
Obliczenie dlugosci odcinka FB: |FB| =2.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP cccceeeererecrruresssaresssnrcssnncsssnssssssssssssessnssssssssssns 2 pkt

. . o 2

Obliczenie dlugosci odcinka DF-: |DF | = E .

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Zapisanie rownosci wynikajacej twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ADF:

|AD[ =|AF|" +|DF[’.

ROZWIQZANIE PEINE...ccnnneiiiniiiiiiiiniiiiiiintictennntecnecsnsecssstesssssesssssesssssesssssessssssssssenes 4 pkt

Wyznaczenie dhugosci srodkowej AD: |AD| = \/% = 4\/2 - 4? :

Uwaga
Rozwiazanie analityczne jest zastosowaniem IV sposobu rozwiazania.
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Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony 17
Kryteria oceniania odpowiedzi

V sposéb rozwiazania

C

30°
A B
E

Z tresci zadania wynika, ze |AE|=|EB|=4. Trojkat CEB jest ,,potowa” trojkata
W.StaﬂKﬂ:@:i

NERENCE

7Z  twierdzenia o  $rodku  ciezkosci  trojkata  wynika, Ze |AS | = §|AD|

rownobocznego o wysokosci FB, wigc |EB| =

14_ 4
343 33
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ASE mamy:

2, ¥ 4 Y
AS[" =|AE[" +|SE|" czyli (— ADJ :42+(—j .
|AS[" = [4E[ +|SE[" czyli | S|4D] ™G

Stad

i |sE| =5 |cE|-

i|AD|2 _1648
9 27
i|AD|2 _ 448
9 27

|4D| = /2=4\ﬁ=4—m.
3 303

Schemat oceniania V sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZANIA ZAUANIA «.eeeeueeiiiineiiiinnniiinnniisincssnecsssseesssnnsssssesssssscssssssssssesssssessssssssssssssssassssss 1 pkt

Obliczenie dlugosci odcinka CE: |CE | = % .

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ......cceceeverecuecsnnnne ... 2 pkt
Zapisanie, ze |AS|= §|AD| i [SE|= %|CE| :

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Zapisanie rownosci wynikajacej z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ASE:

|AD[ =|AF|" +|DFT .
ROZWIQZanie Pelne ........cueeiiiuiiiiiiiinnniiinniicnnninsnicnsnicsssncsssnncssssssssssesssssesssssessssnesssssessnss 4 pkt

Wyznaczenie dtugosci srodkowej AD: |AD| = 4\/; =—.
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18 Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony
Kryteria oceniania odpowiedzi

Zadanie 7. (0-4)

Uzycie 1 tworzenie strategii Rozwiazanie zadania dotyczacego wzajemnego potozenia
prostej i okregu

I sposdb rozwigzania (parametryczny)

Stwierdzamy, ze prosta o roéwnaniu x=2 nie jest styczna do okregu
x°+9y° +2x-2y-3=0 (odlegtos¢ srodka okregu od tej prostej jest wieksza od promienia).
Zapisujemy rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt 4 =(2,0):
y=a(x-2) lub y=ax—2a w zaleznosci od parametru a (gdzie a jest wspdlczynnikiem
kierunkowym prostej stycznej).
+y°+2x-2y-3=0

Zapisujemy uktad rownan vy ey 1 doprowadzamy do rdéwnania

y=ax—2a
kwadratowego z niewiadoma x, np. x°+ (ax - Za)2 +2x—-2 (ax - Za) —-3=0 Prosta
y=ax—2a jest styczna do okrggu wtedy, gdy uklad ten ma doktadnie jedno rozwiazanie,
czyli gdy rownanie kwadratowe x* +(ax - 2cz)2 +2x—2(ax—2a)-3 =0 ma doktadnie jedno
rozwiazanie. Przeksztatlcamy réwnanie
X +a’x’ —4a’x+4a> +2x—2ax+4a-3=0,
¥ (1+a*)+x(—4a” —2a+2)+4a’ +4a—3=0.
Zapisujemy warunek na to, aby rownanie x’ (1 +a’ ) + x(—4a2 —2a+ 2) +4a*+4a-3=0
mialo jedno rozwigzanie: A=0.
Zatem (—4a2 —2a+2)2 —4-(1+c22)-(4c12 +4a—3) =0.

4(2a* +a-1) —4-(1+a*)-(4a* +4a-3)=0
Stad 24> +3a-2=0.
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Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony 19
Kryteria oceniania odpowiedzi

e rozwiazujemy réwnanie 2a° +3a-2=0:
A=25

a,=-2 lub a, :%.

Z tego, ze a,, a, oznaczaja wspOlczynniki kierunkowe prostych stycznych i a,-a, = -1
wynika, Ze styczne sa do siebie prostopadtie.
Stad miara kata migdzy stycznymi jest rowna 90°.

albo

e korzystamy ze wzordw Victe’a 1 zapisuyjemy q,-a, :—2:—1, gdzie a, 1 a,

sa pierwiastkami rownania 2a” +3a—-2=0.

Z tego, ze a,, a, oznaczaja wspOlczynniki kierunkowe prostych stycznych i a,-a, = -1
wynika, ze styczne sa do siebie prostopadte.

Stad miara kata migedzy stycznymi jest rowna 90°.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ..c.cccveeveriiuiiserssninsenssnenssesssaessenssssessscnnens 1 pkt
Zapisanie rownania kierunkowego prostej przechodzacej przez punkt 4 =(2,0) w postaci,

np.:
y:a(x—2) lub y=ax—-2a,lub ax—y—-2a=0.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania ........c.ececveeecivnecnsencnssencsssenessseressenesssssessans 2 pkt
. +y7+2x-2y-3=0 , , ,
Zapisanie uktadu rownan {x Y 5 ey 1 doprowadzenie do roéwnania
y=ax—2a

kwadratowego z niewiadoma x, gdzie a jest parametrem, np.

x’ (1+az)+x(—4a2 —2a+2)+4a2 +4a-3=0.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........ceievveicvveicssnnicssneccssnnecsnncenns 3 pkt

ROZWIQZanie PEE ......uiiiiniiiiiiiiiinttinnneinnntecntenneecsneecsseeesssescsssscssssscsssnssssssscssns 4 pkt

e Obliczenie warto$ci parametru a, dla ktorych réwnanie ma jedno rozwiazanie i zapisanie,
ze dla tych wartoS$ci a proste styczne sa prostopadle

albo

e Wpykorzystanie wzorow Viéte’a do zapisania a, -a, =—1 1 stwierdzenie, Ze proste styczne

sa prostopadle.

II sposob rozwiazania (odleglo$¢ punktu od prostej)

Przeksztatcamy rownanie okregu x° + y* +2x—2y -3 =0 do postaci (x + 1)2 + (y - 1)2 =5.

Wyznaczamy wspotrzedne §rodka S i promien » tego okregu: S = (—1,1) , r= \/g )
Stwierdzamy, ze prosta o réwnaniu x=2 nie jest styczna do okregu
X'+ 3y +2x-2y-3=0.

Zapisujemy rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt 4 =(2,0) i stycznej
do okregu:

y=a (x - 2) lub yv=ax—2a lub ax—y—2a=0 w zaleznosci od parametru a

(gdzie a oznacza wspotczynnik kierunkowy prostej stycznej).
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Kryteria oceniania odpowiedzi

Wyznaczamy odlegtos¢ srodka S okregu od prostej o rownaniu ax—y—2a=0:
|-a—1-24|
d="——"

Va* +1

Poniewaz promien okregu jest rowny odlegtosci srodka okrggu S od stycznej, wigc
otrzymujemy réwnanie

—a—1-24
ﬁ:|‘1—
va’ +1

Przeksztatcamy to réwnanie

V54> +5 :|—3a—1|

5a° +5=9a> +6a+1

4a* +6a-4=0
stad
2a* +3a-2=0.

Dalej postgpujemy jak w sposobie 1.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ....cccevercrcuricssnrecssnrcsssnncssanrcssasncssssncssssscssssesses 1 pkt
Zapisanie rOwnania prostej przechodzacej przez punkt A4 =(2,0) i stycznej do okregu

w postaci, np.: y=a(x-2) lub y=ax—2a, lub ax—y-2a=0 (gdzie a oznacza

wspotczynnik kierunkowy prostej stycznej).
Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........ccoeecevverccnsenenssencsssencsseressencssasssssasssssns 2 pkt
|—a -1- 2a|

Va* +1

Zapisanie rOwnania J5 =

r=+5.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........coceceieiiiseiisensseicscessencsnecnnes 3 pkt
ROZWIQZANie PEINE .....cuuuiiineiiiriininiiniiiinsnicnsnnicsseicssssisssnnisssssssssssessssssssssssssssssssssssssnsssses 4 pkt
Obliczenie wartos$ci parametru a, dla ktéorych rownanie ma jedno rozwiazanie i zapisanie,
ze dla tych wartoS$ci a, proste styczne sa prostopadle.

, gdzie S=(-1,1) jest srodkiem okregu o promieniu
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111 sposob rozwigzania (punkty stycznos$ci)

Przeksztatlcamy rownanie okregu x” + y* +2x—2y—3 =0 do postaci (x+ 1)2 +(y- 1)2 =5.
Wyznaczamy wspotrzedne srodka S 1 promien r tego okregu: S = (—1,1) r=A5.

Wykonujemy rysunek, na ktérym zaznaczamy okrag o $rodku S = (—1, 1) 1 promieniu » = J5
oraz punkt 4=(2,0).

S

Niech punkty B i C bgda punktami stycznos$ci prostych poprowadzonych z punktu 4 =(2,0)
, . 2 2

do okregu o rownaniu (x+1)" +(y—1)" =5.

Wéwcezas |<):SBA| = |<):SCA| =90° 1 |SA| jest przeciwprostokatng w trojkatach ACS 1 ABS.

Obliczamy lub odczytujemy dtugos¢ odcinka |SA| :

154 = /(2 +1) +(0-1)* =4O +1=410.

Poniewaz |SB|” +|4B]" =|s4]" i ISC|” +|c4|” = |s4

Stad |SB| =|4B| =|AC| =|SC]|.

" to [4B|=+/5 i|4C|=A5.

Zapisujemy rownanie okregu o srodku w punkcie 4 =(2,0) i promieniu |AB| =4/5:

(x—2)" +y* =5.

Punkty przeciecia okregdéw o réwnaniach ()c+1)2 +( y—l)2 =51 (x—2)"+y* =5, ktore sa
jednoczesnie punktami stycznosci prostych stycznych do okregu (x + 1)2 + ( y— 1)2 =5,

poprowadzonych przez punkt 4 =(2,0), to punkty B i C. Wyznaczamy ich wspotrzedne
rozwiazujac uktad réwnan

(x+1 +(y-1)° =5
(x=2) +y*=5
lub odczytujemy z wykresu: B = (1,2) 1C= (0,— 1).
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Przeksztatcamy uktad réwnan do réwnania i wyznaczamy y w zalezno$ci od x:
()c+1)2 +(y—1)2 :(x—2)2 +y°

X +2x+1+y° =2y +1=x —dx+4+y’

—4x+4-2x+2y-2=0

—6x+2y+2=0

2y=6x-2

y=3x-1.

Podstawiamy y =3x—1 do rownania (x— 2)2 +y*=5.

Przeksztalcamy to rownanie

(x—2) +(3x-1) =5

10x* —10x =0

10x(x—1)=0.

Stad x=0 lub x—1=0.

Zatem x=0 lub x=1.

Zatem y=—-1lub y=2.

Punkty styczno$ci maja wspotrzedne B = (1,2) 1C= (0,— 1).

Zapisujemy rownania stycznych AB i AC do okregu (x+ 1)2 +(y- 1)2 =5:

y=-2x+41y= lx —1 lub tylko ich wspoétczynniki kierunkowe: a, =-2, a, = %

Poniewaz -2 % =—1, to proste AB i AC sa prostopadte.

Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ....ccceveecrruricssarcsssnncssnncssnnsssssrsssssssssssssssssssses 1 pkt
Zauwazenie, ze trojkaty ACS 1 ABS sa prostokatne i obliczenie dlugosci przeciwprostokatne;j,

np. |SA| =410

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........ccoeeeevveeicnvenennsencsssencsssercssencssasssssassssses 2 pkt

. ) ) . ; x+1)2+(y—1)2=5 x=1 x=0
e Zapisanie i rozwiazanie uktadu rownan R : lub

(x=2) +y* =5 y= ——1

albo
e (Odczytanie z wykresu wspotrzednych punktow stycznosci: B = (1, 2), C= (0, — 1).
Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........cueeeecueineiisnensseccsnecsseccsnecnne 3 pkt
ROZWIQZanie PeINe .......eiouiineiiiiiiiiiiticecticennnnieccsectissesssesssessssssssssssssseennes 4 pkt

Wyznaczenie rownan stycznych do okrggu lub tylko ich wspotczynnikow kierunkowych
1 zapisanie, Ze proste styczne sa prostopadte.
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IV sposob rozwigzania
Wyznaczamy wspotrzedne §rodka S i promien » tego okregu: S = (—1,1) , F= NED

Wykonujemy rysunek, na ktérym zaznaczamy okrag o $rodku S =(-1,1) i promieniu r = V5
oraz punkt 4=(2,0).

|5B|=+/5

4] = (=1-2)’ +(1-0)’ =10
N5 2

Jio o 2

Stad |«SAB| =45° czyli |«<BAC|=90°.

sin |<):SAB| =

Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ..ccccceecvverccsercssnrcssnnncssnsecsssnncsssssssssesssssesnns 1 pkt
Obliczenie promienia okregu: |SB| =+/5 i obliczenie dhugosci odcinka SA4: |SA| =410,
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 2 pkt
Obliczenie sin |<):SAB| = % lub obliczenie |AB| =5 (lub |AC | =5 ) lub =zapisanie
54| =|SB|V2 .

ROZWIQZanie P ......uiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinntiinntensntecsneicsneicsssscssssscssssscsssssssssssssssssssnns 4 pkt

Obliczenie miary kata BAC: |<):BA C| =90° lub zapisanie, ze kat BAC jest prosty.
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Zadanie 8. (0—4)

Modelowanie matematyczne Znalezienie zwiazkOw miarowych w graniastostupie,
wyznaczenie najwigkszej wartosci funkcji

Rozwigzanie

Wprowadzamy oznaczenia: a — dlugo$¢ krawedzi podstawy graniastostupa,
h — dtugos$¢ krawedzi bocznej graniastostupa.
Z tego, ze suma dlugo$ci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego sze$ciokatnego
jest rowna 24, mamy 12a+6h =24.
Wyznaczamy jedna ze zmiennych: h=4—-2a lub a=2 —g .
Pole P powierzchni bocznej jest rowne P =6ah dla a (0,2) oraz h € (0,4).

Aby wyznaczy¢ dlugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa, ktérego pole powierzchni
bocznej jest najwigksze,
e zapisujemy funkcje P w zaleznoS$ci od zmiennej a
P(a)=6a(4-2a), P(a)=-12a’+24a.
Pole P ma najwigksza warto$¢, gdy a =1.
albo
e zapisujemy funkcje P w zalezno$ci od zmiennej /4
P(h)- 6;{2-@ . P(h)=—3)" +12h.
Pole P ma najwigksza warto$¢, gdy h=2.
Zatem a=1.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
TOZWIQZAMA ceveerneriessrrecsssnessssresssnossssnosssssossssssssssesssssesssssesssssssssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssns 1 pkt

Wprowadzenie oznaczen i zapisanie, ze 12a+6h =24 .

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccceeveirreresersseicseissnnesesssnncssssssnesesssseesans 2 pkt

Zapisanie pola P powierzchni bocznej graniastostupa oraz wyznaczenie a lub 4 w zaleznosci
od jednej zmiennej, np.:

P =6ahoraz a=2—g lub h=4-2a.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

Zapisanie pola powierzchni bocznej w zaleznosci od jednej zmiennej:

P(a)=6a(4—2a) lub P(h)=6h(2—§j.

ROZWIgzZanie Pelne ........oueiiiviiiiiiiiinnicisnicnsnicssnnisssnncsssnicssssnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 4 pkt
Obliczenie dlugo$¢ krawedzi podstawy graniastostupa, ktorego pole powierzchni bocznej jest
najwigksze: a =1.

Uwaga
Jezeli zdajacy wyznaczy tylko warto§¢ h =2, dla ktérej pole powierzchni bocznej jest
najwigksze, to otrzymuje 3 punkty.

Zadanie 9. (0—4)

Uzycie 1 tworzenie strategii Wykorzystanie wzordw na liczbg permutacji, kombinacji
1 wariacji do zliczania obiektow w sytuacjach
kombinatorycznych

Rozwiazanie
8
Wybieramy miejsce dla dwojek. Jest (J =28 takich miejsc.

6
Wybieramy miejsce dla trojek. Jest (3] =20 takich miejsc.

Na pozostatych trzech miejscach moga wystapié¢ cyfry: 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Jest 7’ ciagéw
trojelementowych ze zbioru siedmioelementowego.
Zatem jest 28-20-7° =4°-5-7* =192080 liczb spehiajacych warunki zadania.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA cuvuerirrnresssnncsssnncsssnnessssnossssssssssssssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssessssssssans 1 pkt
Obliczenie liczby miejsc, na ktoérych moga znajdowac¢ si¢ dwdjki albo obliczenie liczby
miejsc, na ktorych moga znajdowac si¢ trojki, albo obliczenie na ile sposobow mozna
zapehi¢ trzy pozostale miejsca.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Obliczenie obu wielkos$ci: liczby miejsc, na ktérych moga znajdowac¢ si¢ dwojki i liczby
miejsc, na ktérych moga znajdowac sig trojki.

ROZWIQZanie PEE ......uiiiiniiiiiiiiiiinitiiinntinntennnteineecneecsnesesssteessssscsssescsssnssssssscsses 4 pkt
Obliczenie liczby ciagow na pozostatych miejscach, skorzystanie z reguly mnozenia
1 obliczenie, ze jest 192080 szukanych liczb.
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Uwagi
1. Zdajacy moze oblicza¢ liczby miejsc dla dwojek 1 trojek w sposob nastepujacy:

8\(5 8\(5
(J[J albo (5J(2j , albo najpierw miejsca dla cyfr r6znych od 2 i od 3 i potem miejsca

. . 8)(5 8Y(5
dla dwojek (lub trojek): (3](2j ((3}(3}).

2. Jezeli zdajacy rozwiaze zadanie przy zalozeniu, ze pozostale trzy liczby ,,sa rdzne”,

8)(6
otrzymujac (J(J -7-6-5, to otrzymuje 3 punkty.

(O8]

Za rozwiazanie 8-7-6-5-4-7" zdajacy otrzymuje 0 punktéw.

4. Jezeli zdajacy poprawnie rozwiaze zadanie: ile jest liczb osmiocyfrowych w zapisie
ktorych nie wystepuje zero, natomiast wystepujq co najmniej dwie dwdjki i wystepujq
co najmniej trzy trojki, to otrzymuje 4 punkty (poprawny wynik: 247240).

8\(6
5. Odpowiedz (2j[3)93 jest bledna (btad merytoryczny). W takim przypadku zdajacy

otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 10. (0-3)

Rozumowanie 1 argumentacja | Znalezienie zwiazkdw miarowych w figurach ptaskich

Rozwigzanie

B

Poniewaz punkty N i P sa §rodkami bokow DC 1 AC trdjkata ADC, wigc NP ||AD .
Punkty M i Q sa $srodkami bokéw 4B 1 DB trojkata ABD, wigc MQ || AD.
Zatem NP || MOQ.

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZAMIA ccuueiineiinnisreinsninsnniissnessessssncsessssesssassssessssssssssssassssesssssssssssssssssessssssssssssassssasssse 1 pkt
Zapisanie, ze: NP||AD lub MQ|| AD.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 2 pkt

Zapisanie i uzasadnienie, ze NP||AD oraz MQ || AD.

ROZWIQZanie PeINe .......eiouiiieiiiiiiiiiiiiitecntictnnnnneccnestessesssesssessssssssssssssssesnes 3 pkt
Zapisanie wniosku, ze NP ||MQ.
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Zadanie 11. (0-6)

Uzycie 1 tworzenie strategii Znalezienie zwigzkow miarowych w ostrostupie

I sposob rozwiazania

D
Hl —
M
A B
. . 1

Wprowadzamy oznaczenia: « = |<}:HMS , 1AC | =6x, |4S | =5x. Poniewaz |AH | = E|AC |
stad |AH| =3x.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CHS otrzymujemy:

5| =\|CS[ —[HCF =\(5x) —~(3x)] =v25x" 92" =4x.

Poniewaz |BC]| 2@, stad |BC| =

V2

ﬁ
i
Zatem |CM|=%|BC|=1 bx _ 3x

22 2
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata MCS otrzymujemy |SM |2 = |CS |2 - |CM |2 .

Stad |SM|=\/25x2—%x2:\/¥x2: %xz’ \/\/?.x'

SH| _ 4x 42482
sul Va1 Ve e
V2

SM|=

Zatem sino =
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Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIiQZANIA ZAUANIA .uueeeevueeiiieeiissnnenisnnenssnncissnesssnessssesssssnessssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt

Wyznaczenie |AH | =3x 1 |SH | =4x przy przyjetych oznaczeniach, np.: « =|<):HMS
|4C|=6x, |4S|=|CS|=5x.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postgp .................................... 3 pkt
l4¢] _

ﬁﬁ

Wyznaczenie dtugosci BC: |BC| lub |BC| 3xy2 1 wyznaczenie dtugos$ci CM:

|CM|=3’“E lub [CM] =X

2 V2
Pokonanie zasadniczych trudnoSci Zadania ...........coeeevvverincvercsssnncssnicssnicsssncssasecsasens 4 pkt
Wyznaczenie dlugo$ci SM: |SM | V41 -x lub |SM | Q X

2

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........cccveeiciceicscneicscneicssnnncssnnecsnneens S pkt
ROZWIQZaNie PEINE .....uuueeioeeiiiiiiiiiiinttiinntncnnticnneecnteicsntecsneessstessssssssseesssssesssssesssssenes 6 pkt
4482

Wyznaczenie sinusa kata nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy: sina = TR

Uwagi
1. Jesli zdajacy wyznaczy jedna z wielko$ci |BC| lub |BM | i na tym poprzestanie lub dalej

popelni btedy, to za rozwiazanie otrzymuje 2 punkty.
2. Jezeli zdajacy obliczy tga lub cosa, a nie obliczy sina lub obliczy go z bledem,

to otrzymuje 5 punktow.

II sposob rozwiazania

A B

a=|4B|=|BC|=|CD|=

Wprowadzamy oznaczenia: , stad |AC|=a\/§

i |AH| =2 a2
2
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Zapisujemy rowno$¢ wynikajaca z tresci zadania:
@:é aﬁ:ﬁ,sta{d|AS|:5a\/§.
48| 5 48| 5 6

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego ASH otrzymujemy:

5 sa2) (a2 [25a22 & [16a2  4a
, stad |SH|= - = —— = =
6 2 36 2 18 342

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego SHM otrzymujemy:

czyli

|SH|=\|4S|" -|4H

[sM| =[St +[HM[" (edzie |FiM|=a.

Stad |SM|:\/[4_aj2+[gj2 :\/16a2 +a_2:\/32a2+9a2 :\/41a2 N4
W2) \2 18 4 36 36 6
4a
SH| 32 _4a 6 482
S|~ ata 32 Vet 41
6

Zatem sin o =

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA .ccuueerrenriiisneniienstinieecinenieecsseessnesssessssssssessssesssesssssssssssssesssassssssssases 1 pkt

AC|=av2, gdzie a =|4B|=|BC|=|CD|=|4D|

9

Wprowadzenie oznaczen: o = |<1:HMS

l4C| 6 . 5av2

—— =—oraz wyznaczenie |AS | = .

48| 5 6

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ...cccceeevvercssnrcssnicssanrcssssesssssessssssssssessssssssnns 3 pkt

Zapisanie z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego CSH :

2 2
|SH|\/(5afJ _(a\z/EJ 1 wyznaczenie: |SH|: 4a lub |SH|: 2a3\/5.

32

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania ........c.ececveeecivnecisencsssenesssenessseressssesssssessans 4 pkt
Zapisanie z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego SHM:

2 2 2 2
|SM| =\/[4_aj +(£j lub |SM| :\/(261\/5} +(gj 1 wyznaczenie |SM|: |SM| = \/ﬂa.
32 2 3 2 6

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........oieviiiveinninnsinssencieccsencnnen. 5 pkt
ROZWIgZanie Pelne ........cuiiciviiiiviiiiniicisnicnsnicssnnisssnncssssnsssssnessssssssssosssssssssssssssssssssssssns 6 pkt
482

Wyznaczenie sinusa kata nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy: sina = TR

Uwagi

1. Jesli zdajacy wyznaczy jedna z wielko$ci |BC| lub |BM | 1 na tym poprzestanie lub dalej
popelni btedy, to za rozwiazanie otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy obliczy tga lub cosa, a nie obliczy sina lub obliczy go z btedem,
to otrzymuje 5 punktow.
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111 sposob rozwiazania

A B

Wprowadzamy oznaczenia: a:|<IHMS , |AC|:6x, |HC|:3x, |SC|:5x. Poniewaz

|4H | =%|AC| stad |AH|=3x.

6x
Wtedy |BC|+/2 = 6x, stad |BC| = —=.
edy |BC|v2 =6x, stad [BC|=—
3x 3x
Zat BM|=—, |[HM|=—.
atem |BM | 5 | 5
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BMS otrzymujemy |SM |2 = |BS|2 —|BM |2.
_ s 2o Ao N4l
Stad |SM|—\/25x 2x = 2x = \/Ex.

[HM| 3x V2 3

[sM| " V2 Jat-x Al
Stad sina:m:\/%: ’%24\/54'1\/524;{?.

Zatem cosa =
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Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZANia ZAAANIA ..cccvveeirieiiiiniiiiniinsnecssnecsssnecsssnssssssecsssnecssssssssssessssssssssssssssassssassssss 1 pkt

Wprowadzenie oznaczen: o = |<IHMS , AC| =6x, HC| =3x, SC| =5x, AH| =3x.
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ..c.cccveeverireriseinsneisensseecsecsssncsecsssecssescseens 3 pkt
Wyznaczenie dtugosci BC: |BC| =@ _6ox lub |BC| =3xv2 i wyznaczenie dlugos$ci
V22

3x
BM|=\HM|=—.
vt = e =
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zZadania ..........eeeeeveeicivniniveninssencsssnncsssencssssnesssenesnns 4 pkt
Wyznaczenie dtugosci SM: |SM | = %w lub |SM | = @-x.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........ccicvviiciveecssnnicssnncsssnnessnncssnns S pkt
ROZWIQZanie PEIE ......uiiiiiiiiiiiiiiiiiitiiiinininneensnnncsnticsnsicsssscssssscssssscsssescsssssssssssssnns 6 pkt

, Sinag =———.

3
J41 41

Obliczenie cosa, a nastgpnie sina : cosa =

Uwaga
Jezeli zdajacy obliczy jedynie cos«, to otrzymuje 5 punktow.

Zadanie 12. (0-3)

Uzycia i tworzenia strategii Wykorzystanie wtasnosci prawdopodobienstwa
do obliczania prawdopodobienstwa zdarzen

1 sposéb rozwiazania.
Wiemy, ze AUB=(ANB')UB i(ANB')NB=O oraz P(AUB)<1.

Mamy wige: 1> P(AUB)=P(ANB")+P(B),stad P(4nB")<0,3.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZania ZAAANIA ...ccovueierveicrsnicisnicssnncssnnisssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssnns 1 pkt

Zapisanie, ze AUB=(ANB')UB. Zdajacy nie musi tego wyraznie napisa¢, o ile wynika

to z dalszych rozwazan.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 2 pkt

Zapisanie, ze (ANB'YNB=( oraz, 722 P(AUB)<I1. Zdajacy nie musi tego wyraznie

napisac, o ile wynika to z dalszych rozwazan.
ROZWIgzZanie Pelne ........iiiniiiiviiiiiiiinniicnsnnicnsnninnsnnisssnncssssnesssnessssnesssssesssssessssssssssssssns 3 pkt
Zapisanie wniosku: P(ANB')<0,3.

eduarkusze.pl



32 Egzamin maturalny z matematyki — poziom rozszerzony
Kryteria oceniania odpowiedzi

11 sposéb rozwigzania.
Wiemy, ze 1> P(AUB)=P(A4)+P(B)-P(ANB). Stad P(ANB)=>0,6.

Mamy wige: P(4NB')=P(A)-P(ANB)<0,9-0,6=0,3.

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZania ZAUAMIA ....eeeeeeriisrercnssancsssnnssssnncssnnssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 1 pkt

Zapisanie, ze P(ANB')=P(A)-P(ANB). Zdajacy nie musi tego wyraznie napisag,

o ile wynika to z dalszych rozwazan.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 2 pkt

Uzasadnienie, ze P(ANB)>0,6, np. zapisze 1> P(AUB)=P(A4)+P(B)—-P(ANB),

stad P(ANB)>0,6.

ROZWIQZANIE PEINE ...cuuueerneiiiiiiiiiiiittiinitncnnticnneicnnticsatecsseessstesssessssssessssnessssssssssseses 3 pkt
Wykazanie, ze: P(4NB')<0,3.

111 sposéb rozwiazania.
Z faktu, ze ANB'c B' wynika, ze P(ANB')<P(B").

Poniewaz P(B)=0,7, wigc P(B')=0,3. Stad wynika, ze P(ANB')<P(B')=0,3.

Schemat oceniania III sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIiQZANIa ZAUANIA .uueeeeveeeiiinerinisnnenineenssnncissnessssecsssseesssseessssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt
Obliczenie P(B'): P(B')=0,3.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 2 pkt
Zapisanie lub wykorzystanie faktu, ze AnNB'c B'.

ROZWIgzZanie Pelne ........eieiiiieiiniiiiiiiiiitecnttcinnnnnecssessessessesssesssssssssssssssesnns 3 pkt

Zapisanie wniosku: P(A NB ') <0,3.
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