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Ogolne zasady oceniania

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajqce warunki
zadania.

Zadanie 1. (0-3)

II. Wykorzystanie
1 interpretowanie
reprezentacji.

1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy stosuje wzor na logarytm potegi
1 wzor na zamiang podstawy logarytmu (R1.b).

Przykladowe rozwigzanie

Stosujemy wzory na zamiang podstaw logarytmu zapisujemy liczb¢ log ; 49 w postaci

log, 49 . . . . 2
1 wykonujemy kolejne przeksztatcenia: log ~ 49 =
log, v2 2

4
Zauwazamy, ze jezeli log, 4=a to log, 4 =log, (\/5) =4log, V2 =a.

logﬁ 49 =

Zatem log, V2 = %.

2
Stad ika, ze 1 49=2=-"
ad wynika, ze log ; s
4
Schemat punktowania
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP .cccceeevverrcrsericssencssssncsssnessnsnessssncssssnosssssssessecses 1p.
Zdajacy:
e zastosuje twierdzenie o zamianie podstawy logarytmu, na przyktad zapisze szukang
. . 2 4
liczbe w postaci: log - 49=——— lub log - 49=——
82 log, V2 82 log, 2

albo
e wyznaczy liczbe 10g7\/§ w zaleznosci od a: 10g7\/_ =% lub liczbe log,2

. L. a
w zalezno$ci od a: log, 2 =—

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .........c.eeeeevuerecvnreccnnnen. 2p.

Zdajacy zastosuje twierdzenie o zamianie podstawy logarytmu, na przyktad zapisze szukang

4
liczbe w postaci: log - 499=——— lub log - 49 =—— oraz wyznaczy liczbe log V2
e log, \/2 S log, 2 !
L, a . s a
w zaleznos$ci od a: log, V2 = 1 lub liczbe log, 2 w zaleznosci od a: log, 2 = 5
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ROZWigzanie Pelne ........ccovvueiicnivnriccissnnicsssnniccssssnnecssssnssesssssssssssssssssssans 3p.

Zdajacy wyznaczy liczbe log 549 §
a

Zadanie 2. (0-5)

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy wykonuje dzielenie
wielomianu przez dwumian x — a, stosuje twierdzenie

o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a (R2.b).
3. Rownania i nierdwnosci. Zdajacy rozwigzuje rownania

1 nierdownosci wielomianowe (R3.c).

IV. Uzycie i
tworzenie strategii.

Przykladowe rozwigzania

I sposéb
Wielomian W (x)=2x’> + mx® —22x+n jest podzielny przez dwumiany x+3 i x—4, zatem

w(=3)=0
{W(4)=0 '
Rozwigzujemy uktad rownan:
2 (=3P +m-(-3)°=22-(=3)+n=0
{2-43 +m-4>=22-44+n=0
2-(=27)+9m+66+n=0
{2-64+16m—88+n=0

Im+n=-12
{16m+n=—40
m=-4
{n:24

Zatem wielomian J# ma posta¢ W (x)=2x> —4x* —22x +24.

Rozwiazujemy nierdwno$¢ 2x° —4x> —22x+24>0.

Po podzieleniu wielomianu ' przez dwumian x +3 otrzymujemy iloraz 2x> —10x+8, ktory
dzielimy przez dwumian x—4 1 otrzymujemy iloraz 2x—2. W rezultacie wielomian W
mozemy zapisa¢ w postaci W(x) = 2(x+3)(x—1)(x—4). Pierwiastkami wielomianu W sg
liczby: =3, 1, 4.

Szkicujemy wykres wielomianu W, z ktérego odczytujemy rozwigzanie nierOwnosci.
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Zatem rozwigzaniem nierdwnosci x’ —2x> —11x+12>0 jest kazda liczba rzeczywista
xe(=3,1)U(4, +o0).

I sposéb

Wielomian W(x)=2x> + mx®> —22x+n jest podzielny przez dwumiany x+3 i x—4, wiec
jest podzielny przez wielomian x* —x—12.

Wykonujemy dzielenie (2x3 +mx’ —22x+ n) : (x2 —x— 12) , otrzymujemy iloraz 2x+m+2
oraz resztg (4+m)x+12m+n+24.

Wobec wspomnianej wyzej podzielnosci mamy (4+m)x+12m+n+24=0 dla kazdego

x€ R. Oznacza to, ze spetniony musi by¢ uktad rownan:

44+m=0
12m+n+24=0,

skad otrzymamy
m=-4
n=24.
Dalsze rozumowanie jak w sposobie | rozwigzania.

Schemat punktowania
Rozwigzanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA «eveeeeriesraresssanesssanossnnosssssossasssssssssssasssssssssssssesssssssssssssssssosssssssssssossssssssssssssssssssasss 1p.

Zdajacy  zapisze  uklad  rownan, wynikajacy <z  podzielno$ci  wielomianu
W(x) =2x" +mx’ —22x+n przez

, , W(-3)=0
e dwumiany x+3 i x—4:
(4)=0
albo
5 4+m=0
e x' —x-—-12:
12m+n+24=0.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP .ceeeevvericsvrrcsssrrcssnrcssnsressssncssssrcssssssssssssssssssens 2p.

Zdajacy obliczy wspotczynnikimin: m=—-4, n=24.
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coeiceveicncercssencssnicsssnscsssnssssasssssasssssanes 3p.

Zdajacy wyznaczy trzeci pierwiastek wielomianu W (x)=2x’ —4x? —22x+24: x=1

i zapisze wielomian w postaci iloczynowej: W(x)=2(x+3)(x —1)(x—4).
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Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .......cccccecveicvveicssricssnnccssnncssercscnenenes 4 p.

Zdajacy naszkicuje wykres wielomianu W (x)=2x" —4x* —22x +24.

ROZWIQZANie PEINE ..uuuueiiiiinriiiiiinniicnisnnnieniisnniicssssnnicssssassecsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 5p.

Zdajacy wyznaczy zbidr rozwigzah nierdwnosci 2x° —4x” —22x+24>0:
(=3, 1)U (4, +e).

Zadanie 3. (0—4)

IV. Uzycie i tworzenie | 6. Trygonometria. Zdajacy rozwigzuje rdwnania i nierOwnosci
strategii. trygonometryczne (R6.¢).

Przykladowe rozwigzanie

Korzystajac z ,,jedynki trygonometrycznej”, sprowadzamy rownanie
—2cos’ x+3sinx+3=0.
do rownania z jedng funkcja trygonometryczng:
—2(1-sin’ x)+3sinx+3=0,
2sin” x+3sinx+1=0.
Wprowadzamy niewiadomg pomocniczg, np. sinx =¢, t€ <—l, 1> .
Otrzymujemy rownanie kwadratowe z niewiadomg ¢:

22 +3t+1=0.
1

Rozwigzaniem rownania sg liczby ¢, = -1, ¢, = 5

Powracajac do podstawienia, otrzymujemy: sinx =—1 lub sinx = 5 a stad dane rownanie

w przedziale <0, 27r> ma rozwigzania:
11

x=§7Z' lub x:zﬂ' lub x=—r.
2 6

Schemat punktowania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1p.

Zdajacy przeksztalci réwnanie —2cos’x+3sinx+3=0 do réwnania z jedna funkcja
trygonometryczng np. 2sin’ x+3sinx+1=0.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep 2p.

Zdajacy rozwigze rownanie kwadratowe 2sin” x+3sinx+1=0: sinx =—1 lub sinx = 5

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania.........coueiecveccivnicnsenccssencsssencssesssssssesssssssnsees 3p.

Zdajacy rozwigze rOwnanie sinx =—1: x = 377[ + 2kz lub rownaniesin x = —% :
7 11 C .
x= gn' +2km lub x = Zﬂ' + 2k, gdzie k jest liczba catkowita.
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ROZWIazanie Pelne ........uueiieiiveiicnissnnrecssssnniccsssnnnscsssssssessssssssssssssssssssssssens 4 p.

Zdajacy rozwiaze oba rOwnania: sinx = —1 oraz sinx = ) uwzgledniajac podany przedziat:

xzéfr lub xzzn' lub xzﬂn'.
2 6 6

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy rozwigze réwnanie kwadratowe z bledem, ale otrzyma dwa rdzne pierwiastki
nalezace do przedzialu <— 1 1> i rozwigze zadanie konsekwentnie do konca, to za cale
rozwigzanie otrzymuje 3 punkty.

2. Jezeli zdajacy rozwigze rownanie kwadratowe z btedem, ale otrzyma dwa roézne pierwiastki
i tylko jeden z nich nalezy do przedziatu (—1,1) i rozwigze zadanie konsekwentnie do konca,

to za cate rozwigzanie otrzymuje 2 punkty.

Zadanie 4. (0—6)

5. Ciagi liczbowe. Zdajacy bada, czy dany ciag jest arytmetyczny
lub geometryczny, stosuje wzory na n-ty wyraz i sume

n poczatkowych wyrazdéw ciggu arytmetycznego i ciggu
geometrycznego, rowniez umieszczone w kontekscie
praktycznym. (5.b,c).

II1. Modelowanie
matematyczne.

Przykladowe rozwiazanie

Oznaczmy przez r rdznice ciggu arytmetycznego. Jezeli drugi wyraz tego ciagu jest rowny 4,
toa=4-r,b=4+r ic=4+2r.

Przy tych oznaczeniach, cigg geometryczny (a,a+b,4c) mozemy zapisa¢ nastgpujaco

(4-r,8,16+8r). Stad otrzymujemy réwnanie
64=(4-r)(16+8r).
Po uporzadkowaniu otrzymujemy réwnanie 87 (r—2)=0. Rozwigzaniami tego réwnania sg

liczby r=0 oraz r=2.
Dla » =0 otrzymujemy a=b=c=4.
Dla r =2 otrzymujemy a=2, b=6, c=8.

Uwaga:
W rozwigzaniu mozna zapisa¢ pierwszy 1 czwarty wyraz ciggu w zalezno$ci od trzeciego

wyrazu ciggu arytmetycznego.

Jezeli a=8—b oraz ¢ =2b—4, to ciag geometryczny ma posta¢ (8—5,8,2b—4).

Wykorzystujac wtasnos¢ ciggu geometrycznego, mozemy zapisa¢ rOwnanie
64=(8-b)(8b-16).

Rozwigzaniami tego réwnania sg liczby b=4 oraz b=6.

Gdy b=4,to a=41c=4.
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Gdy b=6,t0 a=21i c=8.
Mozemy tez zapisaC trzeci i czwarty wyraz ciggu w zaleznosci od pierwszego wyrazu ciagu
arytmetycznego.

Jezeli b=8—a oraz ¢ =12-2a, to ciag geometryczny ma postac (a, 8, 48—8a).

Wykorzystujac wlasnos¢ ciggu geometrycznego, mozemy zapisa¢ rGwnanie
64=a(48-8a).

Rozwigzaniami tego roéwnania sg liczby a =2 oraz a=4.

Gdy a=2,to b=61 c=8.

Gdy a=4,t0o b=4 1 c=4.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1p.

Zdajacy wykorzysta wlasnosci ciggu arytmetycznego i wprowadzi oznaczenia, np.:
a=4—-r,b=4+r ic=4+2r

lub
a=8-b oraz c=2b—4,
lub
b=8—a oraz c=12-2a.
Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep 2p.

Zdajacy zapisze wyrazy ciggu geometrycznego z uzyciem jednej niewiadomej, np.:
(4-r,8,16+8r) lub (8—b,8,2b—4), lub (a,8,48—-8a).

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania ........coeeeeiveeicnvenicssencsssenesssenessesesssnsosssssssnsees 3p.
Zdajacy wykorzysta wlasno$ci ciggu geometrycznego i1 zapisze rOwnanie z jedng niewiadoma,

np.: 64=(4-r)(16+8r) lub 64=(8-5)(80—16), lub 64 =a(48-8a).

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania i dodatkowy postep na drodze do pelnego
rozwiazania 4 p.

Zdajacy obliczy roznice ciggu arytmetycznego w przynajmniej jednym przypadku lub
wyznaczy jedng z liczb sposrdd a, b, ¢ 1 na tym zakonczy lub dalej popelini biedy.

Rozwiazanie do konca z bledami rachunkowymi, ktore nie przekreslaja poprawnosci
rozwigzania 5 p.

Zdajacy obliczy a,b ic
e tylko w jednym przypadku
a=4—r,b=4+r ic=4+2r
albo
e w dwoch przypadkach z btedami rachunkowymi.

ROZWIQZanie PeINe .......ueioueriiieiiiiniiisniicisnnininninssnncssssncsssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssases 6 p.

Zdajacy obliczy a, b, ¢ w obu przypadkach:
a=b=c=41luba=2,b=6, c=8.
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Uwagi:

1.

2.

3.

Jezeli zdajacy tylko poda odpowiedz: a=b=c=4, to za cale rozwigzanie otrzymuje
1 punkt.

Jezeli zdajacy poda: a=b=c=4 lub a=2, b=6, c=8 1 sprawdzi, ze odpowiednie
ciagi spetniajg warunki zadania, to za cate rozwigzanie otrzymuje 2 punkty.

Jezeli zdajacy poda jako cale rozwigzanie: cigg arytmetyczny: 2, 4, 6, 8, to otrzymuje
1 punkt.

Jezeli zdajacy poda jako cale rozwigzanie: cigg arytmetyczny: 2, 4, 6, 8, a ciag
geometryczny: 2, 8, 32, to otrzymuje 2 punkty.

Jezeli zdajacy poda jako cate rozwigzanie: ciag arytmetyczny: 2, 4, 6, 8, albo 4, 4, 4, 4, to
otrzymuje 2 punkty.

Zadanie 5. (0—6)

7. Planimetria. Zdajacy stosuje twierdzenia charakteryzujgce

IV. Uzycie i tworzenie | czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane na okregu oraz
strategii. znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich,

takze z zastosowaniem trygonometrii (R7.a, 7.c).

Przykladowe rozwigzania

I sposéb

Wprowadzamy oznaczenia: |<):FAP| =2c,

D C

G
73 r
A F E B

FG|=r.

W trapezie rownoramiennym ABCD mamy:

|AB|+|CD| 84436
22

_|4B|-|cD| _84-36
_ : ===

24 .

|4E| = =60 oraz |BE|

Stosujac twierdzenie Pitagorasa w trdjkacie BEC, obliczamy wysoko$¢ CE trapezu

|CE| = /|BC[ ~|BE[" =1600-576 =32.

W trojkacie AEC mamy tg2o = 32 =

8
60 15°

Korzystajac ze wzoru na tangens podwojonego kata, obliczamy kolejno:

2tgar 8
1-tg’a 15’
15tgar =4—-4tg’cx,
Atg’a+15tga—4=0,
A =289,

~15+17 1
a= =—.
4
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Ujemne rozwigzanie odrzucamy, bo « jest katem ostrym.
Obliczamy promien » okregu wpisanego w trojkat ABP:

r:|AF|-tga:42-i:10,5.

II sposéb

A F E B
W trapezie rownoramiennym ABCD mamy:

_|4B|+|CD| _ 84+36
22

Ponadto |AF| = |FB| =42.

_|4B|-|cD| 84-36 _
_ 5 ===

24 .

|AE| =60 oraz |BE|

Stosujac twierdzenie Pitagorasa w trojkacie BEC obliczamy wysoko$¢ CE trapezu

|CE| = /|BC[ ~|BE[" =1600-576 =32.

Korzystajac z podobienstwa trojkatow AFP 1 AEC, obliczamy wysoko$¢ PF trojkata ABP.
Mamy

|PF| _ ||
|AF|  |AE

9

stad | PF| = % =22,4.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AFP obliczamy dtugos¢ odcinka AP:
| 4P| = /42% +(22,4)" =47,6.
Nastepnie obliczamy pole trojkata ABP i polowg jego obwodu:
P :%-84-22,4 =940,8
_47,6+47,6+84

=89,6.

Korzystajac ze wzoru na pole trojkata w zaleznosci od promienia okregu wpisanego w trojkat
obliczamy promien okregu wpisanego w trojkat ABP:

p=Lur 9408 105
p 89,6
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1T sposéb

D G C
D
A F E B
Trojkaty ABP i CDP sg podobne w skali £ = @ = Z, stad @ = 7x
ICD| 3 |PG|  3x

W trapezie rownoramiennym ABCD mamy:
_|4B|+|cD| _84+36 |4B|-|cD| _84-36 _

2 2 2 2
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa w trdjkacie BEC i obliczamy wysokos¢ CE trapezu:

|CE|=|BC[ —|BE[" =1600-576 =32
Poniewaz |PF|+|PG| =|CE
Zatem |PF| =7x=22,4 .
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AFP obliczamy dtugo$¢ odcinka AP:
| 4P| = (42* +(22,4)" =47,6.

W tréjkat ABP wpisujemy okrag o srodku w punkcie O i1 promieniu KO, gdzie K jest punktem
stycznos$ci okregu z bokiem AP trojkata. Zauwazamy, ze trdjkat PKO jest podobny do trojkata
AFP (cecha kkk).

|4E]| =60 oraz |BE|= 24.

,wigc 7x+3x=32 ,stad x=3,2.

Niech |KO| =|0F| =r,stad |KO| = |AF| .
|PF|-|OF| |4P|
r 42 .
Zatem = istad r=10,5.
22,4—r 47,6

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwiazania zadania 1p.

Zdajacy obliczy wysokos$¢ trapezu |CE | =32.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP .ccceeevverccrcercsssnrcsssnncssnnsssssrsssssrsssssssssssssssnsssses 2p.
Zdajacy obliczy

e tangens kata pomiedzy przekatng AC i1 podstawg 4B trapezu: tg2 052%

albo
e dhugos¢ odcinka AP lub PF: |AP| =47,6,

PF|=22,4

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
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Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep i w ktorym przedstawiono poczatek

rozumowania prowadzacego do pokonania zasadniczych trudnosci zadania .............. 3p.
Zdajacy
e obliczy pole trojkata ABP, ale nie obliczy jego obwodu
albo
e nie obliczy pola trojkata ABP, ale obliczy jego obwod,
albo
e uzasadni podobienstwo trojkatow PKO i AFP, ale nie zapisze poprawnie roéwnania,
z ktérego mozna wyznaczyc¢ r.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........ccouveeevverecnnncnnnes 4 p.
Zdajacy
e zapisze roéwnanie, z ktorego mozna obliczy¢ tangens potowy kata pomigdzy
: 2
przekatna AC i podstawa AB trapezu: tgo; = 8
I-tg°ar 15
albo
e obliczy pole trojkata ABP 1 jego obwod: P,,, =940,8, 0=179,2,
albo
e zauwazy podobienstwo trojkatow PKO 1 AFP i zapisze robwnanie, z ktérego mozna
) r 42
wyznaczy¢ 7, np. = .
Y Y P 22,4—r 47,6

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ......cccccecvercscvercscercssnercssnnscssanscsanees 5 p.

Zdajacy obliczy
. . 1
e tangens potowy kata pomigdzy przekatng AC 1 podstawa AB trapezu: thJ:Z

albo
e promien okregu z bledem rachunkowym.

Rozwigzanie pelne ........ciioviiivvnninivninsseicnssnicnsnicssnnicsssnscsssnesssssesssssenes 6 p.

Zdajacy obliczy promien okrggu » =10,5.
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Zadanie 6. (0—6)

8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy podaje
roOwnanie prostej, majac dane dwa jej punkty lub jeden punkt

IV. Uzycie i tworzenie | i wspotczynnik a w réwnaniu kierunkowym, bada rownolegtos¢
strategii. 1 prostopadto$¢ prostych na podstawie ich rownan kierunkowych,
interpretuje geometrycznie uktad dwoch rownan liniowych

z dwiema niewiadomymi (8.b, c, d).

Przykladowe rozwiazania
I sposéb

Wyznaczamy rownanie prostej AB , korzystajac ze wzoru na rownanie prostej przechodzacej
przez dwa punkty: (y—1)6-1)-(2-1)x-1)=0.

5(y=1)-(x-1)=0,
5(y-1)=x-1.

. 1
Zatem prosta AB ma rOwnanie y = gx + 3

Wyznaczamy réwnanie prostej prostopadtej do prostej AB, przechodzacej przez punkt M:
y=-5x+18.

Wyznaczamy roOwnanie prostej przechodzacej przez punkty A = (1, 1) 1M = (3, 3):
(r=1)B-1)-B-1)x-1)=0,

2(y-1)-2(x-1)=0.
Zatem prosta AM ma roéwnanie y = x .
Wspotczynnik kierunkowy prostej BC jest rowny a, =—1 1 do prostej nalezy punkt B, wigc
rOwnanie prostej ma postaé y = —x+8.
Punkt C=(x, y) jest punktem wspélnym prostych CM i BC, wiec jego wspbirzedne
y=-5x+18

wyznaczamy, rozwigzujac uklad rownan {
y=—x+38

5 11
Zatem punkt C ma wspoirzedne (5’ ?j .
Wyznaczamy pole trojkata ABC . Mozna to zrobi¢ réznymi metodami.

I metoda wyznaczania pola tréjkata ABC

Obliczamy dtugos¢ odcinka AB: |AB| = \/ (6 - 1)2 + (2 — 1)2 =26.
Wyznaczamy odlegtos¢ i punktu C od prostej AB.
5 11

J+52 426
21

Wyznaczamy pole trojkata ABC : P = % : |AB| “h= % 26 % = > =10,5.

2%

h:‘

Odp.: Pole trojkata ABC jest rowne P =10,5.
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II metoda wyznaczania pola tréjkata ABC

Wyznaczamy pole trojkata ABC, korzystajac ze wzoru na pole trojkata o wierzchotkach
w punktach 4=(1,1)i B=(6,2) i CZ(%’%}'

M

P= =5, =)= s =)= 61 1)1 31

P= %|22,5 -1,5=10.5.

Odp.: Pole trojkata ABC jest rowne P =10,5.

III metoda wyznaczania pola troéjkata ABC

Wyznaczamy wspotrzedne wektorow AB i AC: AB = [5,1] i AC = {%, %}

Wyznaczamy pole trojkata ABC, korzystajac ze wzoru
1S 1] 1

P:l‘d(ﬁ, A_c']z— =—(22,5-1,5)=105
2 215 45 2

Odp.: Pole trojkata ABC jest rowne P =10,5.

11 sposob
Wyznaczamy réwnanie prostej przechodzacej przez punkty 4 =(1,1) i M = (3, 3):
(r-1)3-1)-B-1)x-1)=0,
2(y-1)-2(x-1)=0.
Zatem prosta AM ma roéwnanie y =x.
Wyznaczamy réwnanie prostej przechodzacej przez punkty B =(6,2) i M =(3,3):
(»-2)3-6)-(3-2)(x-6)=0,
-3(y-2)-(x-6)=0.

. 1
Zatem prosta BM ma rOwnanie y = —gx +4.

Wyznaczamy réwnania prostych, zawierajacych boki AC 1 BC trdjkata, ktore sg prostopadte
odpowiednio do prostych: BM 1 AM .
Wspoélezynnik kierunkowy prostej AC jest rowny a, =3 1 do prostej nalezy punkt 4, wigc
roéwnanie prostej ma posta¢ y =3x—2.
Wspotczynnik kierunkowy prostej BC jest rtowny a, =—1 1 do prostej nalezy punkt B, wigc
roOwnanie prostej ma posta¢ y =—x+8.
Punkt C=(x, y) jest punktem wspdlnym prostych AC i BC, wigc jego wspdtrzedne
. , , { y=3x-2
wyznaczamy, rozwigzujac uklad rownan .
y=-x+8
3x-2=—x+8,
x=25,
y=355.
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Zatem punkt C ma wspoirzedne (%, %) .
Wyznaczamy pole trojkata ABC jak w I sposobie rozwigzania.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozZwiazania Zadania......coeeiiieiiiuiiniieiiiniiiieiiinreietssstonmascssssssssossssssnsssnsssnssnes 1p.
Zdajacy

. . . 1 4
e wyznaczy rownanie prostej AB: y = Ex + 3

albo
e wyznaczy rownanie prostej AM : y=x,

albo
. . . 1
e wyznaczy rOwnanie proste) BM : y = —Ex +4,

albo
e obliczy dlugos¢ odcinka AB: |AB| =4/26.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POSteP...cccuvereiiiieiiieiiieiireiocnresetosnscsnssonannns 2p.
Zdajacy
. 1 4 .
e wyznaczy réwnania prostych AB: y = gx + 3 1AM : y=x

albo
. . 1
e wyznaczy réwnania prostychAM : y=x 1 BM: y = —§x+4.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep i w ktorym przedstawiono poczatek

rozumowania prowadzacego do pokonania zasadniczych trudnosci zadania .............. 3p.

Zdajacy wyznaczy réwnania prostych zawierajacych boki AC 1 BC 1 na tym zakonczy lub
dalej popeini btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........c.ccooevieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn. 4 p.
. 5 11

Zdajacy wyznaczy wspolrzgdne punktu C = [—, —) .

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .......c.ccceiiieiiiiiiiiniiiniiiiernnenen 5p.
Zdajacy

e wyznaczy odlegto$¢ /& punktu C od prostej 4B : h = 21

J26

1 na tym zakonczy

albo
e popelni btad rachunkowy i1 konsekwentnie do popetnionego btedu rozwiaze zadanie do
konca.
Rozwigzanie pelne ......covvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinticienstcssssscsssssscssnssscsnns 6 p.

Zdajacy wyznaczy pole trojkata ABC: P =10,5.
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Uwagi:
1. Jesli zdajacy wyznaczy roéwnania prostych zawierajacych boki AC 1 BC 1 na tym
poprzestanie, to otrzymuje 3 punkty.

2. Jezeli zdajacy obliczy dlugosé |AB| 1 wyznaczy rOwnanie prostej AB, to otrzymuje

2 punkty.

Zadanie 7. (0-3)

V. Rozumowanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzordw skroconego

i argumentacja. mnozenia na (a+ b)2 oraz a’ —b* (2.1).

Przykladowe rozwiazania

I sposéb

Poniewaz liczba a przy dzieleniu przez 6 daje reszte 1, wigc a =6k +1, gdzie k jest liczba
catkowitg nieujemna.

Poniewaz liczba b przy dzieleniu przez 6 daje reszt¢ 5, wigc b =6/+5, gdzie / jest liczba
catkowitg nieujemna.

Wtedy a® —b* = (6k+1)" —(61+5)" = (6k + 61 +6)(6k —6]—4) =12 (k+1+1)(3k =3[ -2).
Wykazalismy, ze liczba a’ —b> jest podzielna przez 12. Nalezy jeszcze wykazaé, ze
przynajmniej jedna z liczb k +/+1 lub 3k —3/—2 jest podzielna przez 2.

Jesli liczby catkowite k& 1/ sg jednakowej parzystosci, to liczba k—1/ jest parzysta oraz liczba
3k-3/-2=3 (k —1)—2 jest parzysta, jako roznica dwoch liczb parzystych.

Jesli liczby catkowite k i [ sg rdznej parzystosci, to liczba k+[+1 jest parzysta, jako suma
dwach liczb nieparzystych i jednej parzystej. To konczy dowdd.

IT sposéb

Poniewaz liczba a przy dzieleniu przez 6 daje reszte 1, wigc a =6k +1, gdzie k jest liczbg
catkowitg nieujemna.

Poniewaz liczba b przy dzieleniu przez 6 daje reszte 5, wiec b=6/—1, gdzie [ jest liczba
catkowita nieujemna.

Wtedy a® —b* = (6k +1)" —(6/=1)" = (6k +6[)(6k —6+2) =12(k +1)(3k =3[ +1).
Wykazalismy, ze liczba a’—b> jest podzielna przez 12. Nalezy jeszcze wykazaé, Ze
przynajmniej jedna z liczb k +/ lub 3k —3/+1 jest podzielna przez 2.

Jesli liczby catkowite £ 1/ sg jednakowej parzystosci, to liczba k+/ jest parzysta.

Jesli liczby catkowite & 1/ sg rdznej parzystosci, to liczba k—/ jest nieparzysta, wiec liczba
3k—31+1=3(k—1I)+1 jest parzysta. To konczy dowod.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP ....ccoeevveiiiniiieriinreierernresnecsnnsonnsens 1p.
Zdajacy zapisze liczb¢ a’—-b> w postaci 12(k+/+1)(3k=3/-2) 1lub w postaci
12(k +1)(3k —3[+1) i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........ccoiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiineiene, 2p.
Zdajacy
e uzasadni parzystos¢ jednej z liczb k+/+1 lub 3k—-3/-2w jednym z przypadkdéw
w zalezno$ci od parzystosci liczb ki /
albo
e uzasadni parzysto$¢ jednej z liczb k+/ lub 3k-3/+1w jednym z przypadkéw
w zalezno$ci od parzystosci liczb k1 /.
Rozwigzanie pelne .......ccovvviiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiittitetttntotnscnes 3p.
Zdajacy uzasadni podzielnoéé liczby a” —b* przez 24.

Uwaga:
Jezeli zdajacy rozwaza tylko szczegdlne przypadki, np. przyjmie a =6k+1 oraz b=6k+5

i wyznaczy a’-b* =(6k+ 1)2 —(6k+ 5)2 ==24(-2k-1), to za cale rozwiazanie otrzymuje
0 punktow.

Zadanie 8. (0—6)

9. Stereometria. Zdajacy wyznacza zwigzki miarowe
w wielo$cianach i brytach obrotowych z zastosowaniem
trygonometrii (9.b).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Przykladowe rozwigzanie

Strategie rozwigzania zadania mozna zrealizowa¢ na wiele sposobow. Kazdy z nich rozni si¢
zestawem 1 kolejnoscig zastosowanych zwigzkow miedzy odcinkami w ostrostupie.
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia jak na rysunku.

a2

Wtedy |OB| = a2

<BFO|=60°.

0E|:§,

80|

Poniewaz trojkat BFO jest prostokatny, stad —— =sin 60°.

|BF|
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Zatem

50 a2 5
_1BO| o _av2 2 _aV6
|BF|_sin60°_J§_ 2 33
2
aJ6
Trojkaty SEC 1 BFC s3 podobne, stad %:Iﬁ—?,czyliéz 2 .Zatemlz#.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w trojkatach prostokatnych EOS 1 BOS, skad
otrzymujemy uktad rownan:

25+
2

2 2

254 4 20"
3

a2
25+—=10’

2

{300+3a2 = 8h>

50+a* =2b"
b*=75
a’ =100
b=53
a=10
Stad pole P podstawy ABCD ostrostupa jest rtowne P =a’ =100, wiec objetosé ostrostupa jest
roOwna: V =l-100-5 =ﬂ.
3 3

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA cuveeieirrnriicsirrnriensssnnecsssssneecsssssiossssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssnaas 1p.

Zdajacy
o zastosuje twierdzenie Pitagorasa w trdjkacie SOC
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albo
o zastosuje twierdzenie Pitagorasa w trojkacie SOE,

albo
o zastosuje twierdzenie cosinusow w trojkacie BFD,
albo

. zapisze funkcj¢ trygonometryczng kata ostrego w trojkacie OBF,
albo

o zapisze proporcj¢ wynikajaca z podobienstwa trojkatow SEC 1 BCF,
albo

. zapisze proporcj¢ wynikajaca z podobienstwa trojkatow SOC 1 OFC

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Uwaga:

Jezeli zdajacy zapisze zwiazki, z ktérych mozna obliczy¢ dlugos¢ krawedzi podstawy lub
dlugos$¢ przekatnej podstawy ostrostupa, ale pominie jedno rdwnanie potrzebne do
zakonczenia obliczen, to otrzymuje 2 punkty.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP .cccceeeeverecrcercsssnrcsssnncssnnsssssnsssssrsssssssssssssssnsssses 3p.
Zdajacy zapisze uktad rownan, z ktérego mozna obliczy¢ dlugos¢ krawedzi podstawy lub
dtugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania .........coeeevveicnsneccsencncnns 4 p.
Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadomg oznaczajaca wielkos¢, ktora pozwala obliczy¢
pole podstawy ostrostupa i na tym zakonczy lub dalej popeinia btedy.

Rozwigzanie prawie Pelne .........ciioiiniviinisiinisninssninssnnissssncssssnssssssssssssssssssssssssssssssses 5p.

Zdajacy
e obliczy dlugos¢ krawedzi podstawy lub dtugos$¢ przekatnej podstawy ostrostupa
albo

e obliczy dlugo$¢ krawedzi podstawy lub dlugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa,
popeiniajac btedy rachunkowe i1 konsekwentnie do tego obliczy objetos¢ ostrostupa.

ROZWIGZanie PEINE .....uueivvuiivirueinivniinierinssnnensencssnnssssnissssnsssssnsssssssssssssssssssssssssssasssssasssssas 6 p.

500
Zdajacy obliczy objetos¢ ostrostupa: V' :T'

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy rozpatruje inng bryte, np. ostrostup, ktérego podstawa nie jest kwadrat albo
ostrostup, ktoérego Sciany boczne sg trojkatami réwnobocznymi, to otrzymuje 0 punktéw.

2. Jezeli zdajacy btednie interpretuje kat miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi, ale przy
korzystaniu z wlasnosci figur, w ktorych ten kat nie wystepuje, wykazuje si¢ innymi
umiejetnosciami matematycznymi, to otrzymuje co najwyzej 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy odczyta warto$¢ sin<XBFO=sin60° z tablic i wykona obliczenia na
przyblizeniach, to otrzymuje co najwyzej 5 punktow.
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Zadanie 9. (0-3)

V. Rozumowanie 7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwiazki miarowe w figurach
1 argumentacja. ptaskich, takze z zastosowaniem trygonometrii (7.c).

Przykladowe rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku, niech ponadto r; oznacza promien okregu o srodku
w punkcie S'i $rednicy AB.
1 : 1 1
Wtedy | 4B = 2(4K|+|LB|) oraz r, =|4S]| = S14B] i |KS| = |4B="r.
Trojkat KLM jest trojkatem rownoramiennym, ktoérego podstawg jest odcinek KL. Punkt S jest

srodkiem odcinka KL.
Zatem punkty K, S, M s3 wierzchotkami trojkata prostokatnego, w ktorym

|KS|2 +|MS|2 = |KM|2 przy czym|MS| =%|AB|—r=rS —r
oraz

kM| =248+ r =L 41,
4 2

Stad mamy kolejno:

1Y 1 2
[—rsj +(rS —r)2 :(—rs +rj ,
2 2

1 1
ZrS2+rS2—2rS-r+r2 zzrsz+rs-r+r2,

re=3rr.
. Lo, 1 . 3r
Po wykorzystaniu zaleznosci —|AB | =r, otrzymujemy: T - l.
? 5 |48]
2
1
Zatem r = g|AB , co konczy dowdod.
Schemat punktowania
Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep 1p.

Zdajacy zauwazy, ze trojkat KSM jest trojkatem prostokatnym i zapisze dlugosci bokoéw tego
trojkata

e w zaleznosci od dlugosci odcinka 4B:

kS| =148
4

MS|=1|4B|-r,

KM| :%|AB|+r

2

albo

e w zalezno$ci od promienia ry:

1
|KS|:EFS ’

MS|:rS—r, KM|:%rS+r oraz %|AB|=rS.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 2p.
Zdajacy zapisze rownanie wynikajace z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata KSM,

2 2
1 2 1
np. EVS +(VS—I") = Ers+r ,

i przeksztalci do postaci umozliwiajacej wyznaczenie szukanej zaleznodei np. 7, =37, 7.

Rozwigzanie pelne ........iicvveiiiiveiiiivirinisniinssnicssnicssnicnssnncsssnesssssessssnenes 3p.

Zdajacy wykaze, ze r = %|AB| .

Zadanie 10. (0-5)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa

1 kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe
permutacji, kombinacji 1 wariacji do zliczania obiektow

w sytuacjach kombinatorycznych oraz wykorzystuje wtasnosci
prawdopodobienstwa 1 stosuje twierdzenie znane jako klasyczna
definicja prawdopodobienstwa do obliczania prawdopodobienstw
zdarzen (R10, 10.d).

II1. Modelowanie
matematyczne.

Przykladowe rozwigzanie
Obliczymy moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| = ( 230) =1140.

Zdarzenie 4 polega na tym, ze co najmniej dwie z wylosowanych kul sg tego samego koloru.

Ustalamy moc zdarzenia A: |A|:(g)-(111)+(g)-(111)+(§)-(118)+(§)-(101)+(2)-(101):978.
Obliczamy  szukane  prawdopodobienstwo, korzystajac z  klasycznej  definicji

prawdopodobienstwa:

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZAMIA ceceuvrierreresssancsssancsssasesssssossssssssssssssssssssasssssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssnsssssnsssssnss 1p.
Zdajacy

e zapisze moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| = ( 230)
albo

e zapisze moc zbioru zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4 lub zdarzeniu
przeciwnemu do A4:

I A=(2) (1) 2+ ) (F)+(5)- (1) -2 blart=(3)-(2)-(7):

e narysuje drzewo ilustrujace przebieg do$wiadczenia (na rysunku musza wystapicé
wszystkie istotne galezie dla danego zdarzenia A4 lub dla zdarzenia do niego
przeciwnego A4').
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Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ....cccveevveriviisveissnicsseicseissnncssncsssnessessssnssseesans 2 p.
Zdajacy

e zapisze moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| (20) 1 moc zbioru

zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4 lub zdarzeniu przeciwnemu do A4:

[A1=(5)-(1)2+(2)-(F)+(3)-(1g)-2 tablaat=(7)-(1)-(7)

e narysuje drzewo ze wszystkimi istotnymi gat¢ziami i zapisze prawdopodobienstwa na
wszystkich istotnych odcinkach jednego z etapow lub na jednej z istotnych gatezi.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ceeeveicivnniccrnrcscnnenns 3p.
Zdajacy
e obliczy moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =1140 1 moc zbioru

zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4 lub zdarzeniu przeciwnemu do A:
|4 =978 lub|4| =162

albo
9 9 2

e obliczy prawdopodobienstwo wzdluz jednej istotnej gatezi: np. 01918
Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore nie przekreslaja poprawnosSci
rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .....cccceiicercvniicsssnnicssssnnnecssssnneccssssssscsssssssessssssssssnnns 4 p.
Zdajacy

e obliczy prawdopodobienstwo  zdarzenia przeciwnego do  zdarzenia A4:

9 9 2

----- 6= ﬂ1 nie obliczy prawdopodobienstwa zdarzenia A4
20 19 18 570

albo
e obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia 4 z bledami rachunkowymi.
ROZWIQZANie PEINE ....uuueeiiviiviiiciinniicnissnniicsissnniccsssnnsecsssssicsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 5p
489
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Zadanie 11. (0-3)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
II1. Modelowanie 1 kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe
matematyczne. permutacji, kombinacji i wariacji do zliczania obiektow

w sytuacjach kombinatorycznych (R10).

Przykladowe rozwigzania
I sposéb

Miejsce dla cyfry 1 wybieramy na (13?) sposobow. Na pozostatych siedmiu miejscach

rozmieszczamy cyfry 2 lub 3 w dowolnym porzadku na 27 sposobow. Stosujemy regute
mnozenia i otrzymujemy

('9)-27 =120-128 =15360

roznych liczb dziesigciocyfrowych, ktore mozna zapisa¢ za pomocg cyfr 1, 2, 3, w zapisie
ktorych cyfra 1 wystepuje w doktadnie trzy razy.

11 sposob

Rozpatrzymy trzy roztaczne przypadki, w zaleznosci od tego, jaka cyfra zostala zapisana na
pierwszym miejscu.

1. Jezeli na pierwszym miejscu jest cyfra 1, to miejsce dla pozostatych dwoch jedynek
wybieramy na (g) sposobow, na pozostalych siedmiu miejscach rozmieszczamy cyfrg 2 lub

cyfre 3 w dowolnym porzadku na 27 sposobow. Stosujemy regule mnozenia i otrzymujemy
1§)-2" =36-128 = 4608

liczb dziesigciocyfrowych, ktore mozna zapisa¢ za pomocg cyfr 1, 2, 3, w ktorych zapisie
cyfra 1 wystepuje w doktadnie trzy razy, przy czym na pierwszym miejscu jest cyfra 1.

2. jezeli na pierwszym miejscu jest cyfra 2, to miejsce dla trzech jedynek wybieramy na (g)

sposobdw, na pozostatych szeSciu miejscach rozmieszczamy cyfre 2 lub cyfre 3 w dowolnym
porzadku na 2° sposobdw. Stosujemy regute mnozenia i otrzymujemy

1(3)-2° =84-64=5376

liczb dziesigciocyfrowych, ktore mozna zapisa¢ za pomoca cyfr 1, 2, 3, w ktorych zapisie
cyfra 1 wystgpuje w doktadnie trzy razy, przy czym na pierwszym miejscu jest cyfra 2.

3. (rozumowanie analogiczne jak w p. 2.). Jezeli na pierwszym miejscu jest cyfra 3, to
miejsce dla trzech jedynek wybieramy na (g) sposobdw, na pozostalych szesciu miejscach
rozmieszczamy cyfre 2 lub cyfre 3 w dowolnym porzadku na 2° sposobow.

Stosujemy regute mnozenia i otrzymujemy

1(3)-2" =84-64=5376

liczb dziesigciocyfrowych, ktore mozna zapisa¢ za pomocg cyfr 1, 2, 3, w zapisie ktorych

cyfra 1 wystepuje w doktadnie trzy razy, przy czym na pierwszym miejscu jest cyfra 3.

Sumujemy liczby powstate w kazdym z trzech przypadkow i otrzymujemy:
4608+2-5376=15360
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liczb dziesigciocyfrowych zapisanych wylacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, w zapisie ktorych
cyfra 1 wystepuje doktadnie trzy razy.

1T sposéb

Rozpatrzymy osiem roztacznych przypadkéw, wyczerpujacych wszystkie mozliwo$ci zapisu
liczby dziesieciocyfrowej za pomocg cyfr 1, 2, 3, w ktorych zapisie cyfra 1 wystepuje
doktadnie trzy razy:

1. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki i 7 trojek, wtedy takich liczb jest 31'07!' =120,
2. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 1 dwojka i 6 trojek, wtedy takich liczb jest
10!
—— =840,
316!
3. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 2 dwojki 1 5 trojek, wtedy takich liczb jest
10!
= 2520,
312151
4. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 3 dwojki 1 4 trojki, wtedy takich liczb jest
10!
=4200,
313141
5. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 4 dwojki 1 3 trojki, wtedy takich liczb jest
!
10} =4200,
314131
6. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 5 dwojek 1 2 trojki, wtedy takich liczb jest
!
10% =2520,
315121
7. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 6 dwodjek 1 1 trojka, wtedy takich liczb jest
10!
—— =840,
316!
8. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki i 7 dwojek, wtedy takich liczb jest 10 =120 .

3171
Sumujemy liczby otrzymane w kazdym przypadku 1 otrzymujemy:
2. (120+840+2520+4200) =2-7680=15360
roznych liczb dziesigciocyfrowych zapisanych wylgcznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, w zapisie
ktorych cyfra 1 wystepuje doktadnie trzy razy.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ...cccceeevverecsnrcssnnrcssanncsssnecssnnessssesssssessssrssansees 1p.
Zdajacy zapisze, ze:

e miejsce dla cyfry 1 mozna wybra¢ na (130 ) sposobow
albo
e miejsca dla cyfr 2 lub 3 mozna wybra¢ na (170 ) sposobow,

albo
e cyfry 2 lub 3 mozna rozmieéci¢ na 2’ sposobow,
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albo
e jezeli cyfra 1 jest na ustalonym (np. pierwszym) miejscu, to pozostate dwie cyfry 1

mozna rozmiesci¢ na (g) sposobow,

albo
e jezeli na ustalonym miejscu stoi jedna z cyfr 2 lub 3, to trzy cyfry 1 mozna rozmiescic¢

na (g) sposobow,
[bo
e jezeli cyfry 1 stoja na ustalonych trzech miejscach, to jesli w liczbie wystepuje n cyfr
2, to cyfry 2 i 3 mozna rozmie$ci¢ na (Z) sposoboéw dla przynajmniej jednej
konkretnej liczby n,
albo
e jest 8 rozlacznych przypadkow wyczerpujacych wszystkie mozliwosci zapisu liczby
dziesieciocyfrowej za pomocg cyfr 1, 2, 3, w ktorych zapisie cyfra 1 wystepuje
doktadnie trzy razy
i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........ccoceeeevueecicnrcccnnnes 2p.
Zdajacy

e zapisze, ze liczba rozpatrywanych liczb dziesigciocyfrowych jest rowna np. (130 ) 27

albo
e 7zapisze, ile jest liczb w kazdym z rozpatrywanych przypadkéw wyczerpujacych
wszystkie mozliwosci zapisu liczby dziesieciocyfrowej za pomocag cyfr 1, 2, 3,
w ktorych zapisie cyfra 1 wystepuje doktadnie trzy razy,
[bo
e zapisze osiem roztacznych przypadkow wyczerpujacych wszystkie mozliwosci zapisu
liczby dziesigciocyfrowej za pomocg cyfr 1, 2, 3, w ktorych zapisie cyfra 1 wystepuje
doktadnie trzy razy oraz w przynajmniej jednym przypadku zapisze liczbe takich

liczb, np. (130)-1
i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Rozwigzanie pelne .........ooeiivvverivvvniinsercnseicsseicssnencsssnssssnsesssanes . 3p.
Zdajacy

e zapisze, ze jest (130 )-27 =15360 liczb dziesigciocyfrowych zapisanych wytacznie za

pomoca cyfr 1, 2, 3, w zapisie ktorych cyfra 1 wystepuje doktadnie trzy razy
albo
e zsumuje liczby otrzymane w kazdym z rozpatrywanych przypadkéw wyczerpujacych
wszystkie mozliwosci zapisu liczby dziesieciocyfrowej za pomocag cyfr 1, 2, 3,
w ktorych zapisie cyfra 1 wystepuje dokladnie trzy razy i zapisze, ze jest ich 15360.

Uwagi:

1. Rozwigzanie uznajemy za peine, jezeli zdajacy zapisze liczbg rozpatrywanych liczb
dziesigciocyfrowych bez uzycia symbolu Newtona.

2. Jezeli zdajacy w swoim rozwigzaniu przedstawia zapisy, dla ktérych brak bezposredniej
interpretacji kombinatorycznej i zapisom tym nie towarzysza stosowne objasnienia, to nie
moze otrzyma¢ maksymalnej liczby punktow, przy czym za rozwigzanie, zawierajace
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jedynie zapisy pojedynczych liczb lub symboli Newtona (typu 120, 128, (170)), bez

stosownych objasnien, zdajacy otrzymuje 0 punktéw, a za rozwigzanie, zawierajace
jedynie zapisy dzialan na liczbach (typu 120-128=15360), bez stosownych objasnien
zdajacy moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

. Jezeli zdajacy przedstawia rozwigzanie, w ktérym czg$ci zapisanych liczb lub dziatan na
liczbach nie towarzysza stosowne objasnienia, to za takie rozwigzanie moze otrzymac co
najwyzej 2 punkty.

. Zdajacy moze skorzysta¢ ze wzoru dwumianowego Newtona 1 zapisac:

(212G a)-(2) 2 =i
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