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Zadania zamknig¢te

Punkt przyznaje sie za wskazanie poprawnej odpowiedzi.

Zadanie 1. (0—-1)

Wymagania ogdlne Wymagania szczegolowe :gggjvvi‘::;
II. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy stosuje
1 interpretowanie w obliczeniach wzor na logarytm potegi oraz D
reprezentacji. wzOr na zamiane¢ podstawy logarytmu. (R1.2).
Zadanie 2. (0—1)
II. Wykorzystanie 6. Trygonometria. Zdajacy stosuje wzory na
1 interpretowanie sinus i cosinus sumy i réznicy katow, sume A
reprezentacji. 1 r6znice sinusow 1 cosinusOw katow (R6.5).
Zadanie 3. (0—1)
I. Wykorzystanic 4. FUI.l.kCJ_e. Zdajqpy na podstawie wyl.fresll
 tworzenie informacii funkcji y = fix) szkicuje wykresy funkcji y = |f(x)), B
J1- y=cfx),y=flcx) (R4.1).
Zadanie 4. (0—1)
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
II1. Modelowanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. C

matematyczne.

Zdajacy oblicza prawdopodobienstwo
warunkowe (R10.2).

Zadania otwarte

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki

zadania.

Zadanie 5. (0-2)

II. Wykorzystanie
1 interpretowanie
reprezentacji.

5. Ciagi. Zdajacy oblicza granice ciggéw, korzystajac z granic ciggow
typu 1/n, 1/n* oraz z twierdzen o dziataniach na granicach ciaggow

(R5.2).

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 2 punkty za zakodowanie cyfr: 9, 5, 2 albo 5, 2, 3, albo 2, 3, 8, albo 3, 8, 0,

albo 8, 0,9, albo 0, 9, 5.

Strona 2 z 52

eduarkusze.pl




Przykladowe rozwiazanie

Poniewaz
9+11 2 1
3 2 - . n .
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Podobnie, wykorzystujac to, ze '111—{21%2 =0, otrzymujemy
n’ ) 1 1 1
lim——=1Iim ===
no=3pt 4] o=, 1340 3
Tt

3
Zatem istnieja (skonczone) obie granice ciggow. Stad granica réznicy tych ciaggdw jest rowna
roznicy ich granic 1

9% +11n° n’ ~9 1 20
7 3

lim 3 5 - ———=—=0,(952380).
noe\ Tp” +5n°+3n+1 3n”+1 21

Zadanie 6. (0-3)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
1 kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe
permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji z powtdrzeniami do
zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach
kombinatorycznych (R10.1).

III. Modelowanie
matematyczne.

Schemat punktowania

Rozwigzanie pelne .........couiievverinivnrcniencsseicssnicssnnncsssnssssssessnnnes .3p.

Zdajacy zapisze, ze suma wszystkich rozwazanych liczb jest réwna 6666600 .

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........coceeeveeicivenencnnnenns 2p.

Zdajacy
e zapisze, ze nalezy doda¢ do siebie 120 liczb, a w tych liczbach na kazdej pozycji liczby
5-cyfrowej kazda cyfra ze zbioru {1,3,5,7,9} pojawi si¢ doktadnie 24 razy i na tym
zakonczy lub popeini bledy,
albo
e obliczy dla wszystkich 120 liczb poprawng sume¢ tych samych pozycji systemu
dziesigtkowego, tzn. sume wszystkich jednosci lub wszystkich dziesigtek, lub
wszystkich setek, lub wszystkich tysigcy, lub wszystkich dziesiatek tysigcy i na tym
zakonczy lub popeini bledy,
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albo

albo

albo

albo

obliczy sume 24 liczb, majacych na ustalonej pozycji systemu dziesigtkowego t¢ sama
cyfre 1 na tym zakonczy lub popeini biedy,

obliczy przynajmniej 4 sumy 12 liczb, takich, ze w sumowanych dwunastu liczbach na
ustalonych dwdch pozycjach wystepuje ta sama para liczb 1 na tym zakonczy lub popetni
biedy,

zauwazy 1 zapisze, ze zbidr wszystkich 120 liczb pieciocyfrowych uzyskanych z cyfr

1, 3, 5, 7, 9 mozna pogrupowaé w pary takie, ze suma cyfr w rzedach jednosci,
dziesiatek, setek, tysigcy, 1 dziesigtek tysiecy jest rowna 10 1 na tym zakonczy lub
popelni biedy,

obliczy sum¢ pieciu liczb o wlasnosci: w tych pigciu liczbach kazda cyfra zajmuje
doktadnie 1 raz kazda z pieciu mozliwych pozycji w liczbie pieciocyfrowej: 277775
1 ponadto zauwazy, ze zbidr wszystkich rozwazanych w zadaniu liczb mozna rozdzieli¢
na 4! roztacznych podzbioréw 5-elementowych, charakteryzujacych sie tym, ze suma
liczb z kazdego podzbioru jest taka sama i na tym zakonczy lub popeni biedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP ....ccccvrercvercsssercssnrcssnnrcssssrcssssncssssscsssesssssessens 1p.

Zdajacy

albo

albo

albo

albo

zapisze, ze wszystkich pieciocyfrowych liczb o réznych cyfrach utworzonych z cyfr
1,3,5,7,9jest 120 lub je wypisze

zapisze, ze ktora§ z cyfr wystepuje 24 razy na ktorym$ z pigciu miejsc liczby
pigciocyfrowej, np. cyfra 1 stoi 24 razy na pierwszej pozycji,

ustali, ze na konkretnych dwoch pozycjach liczby pieciocyfrowej mozna ustawic¢ cyfry
ze zbioru {l, 3,5,7, 9} na 20 sposobow lub do ustawienia na konkretnych dwoch
pozycjach liczby pigciocyfrowej mozna wybra¢ dwie liczby ze zbioru {1, 3,5,7,9} na
10 sposobow,

obliczy sumg pieciu liczb o whasnosci: w tych pieciu liczbach kazda cyfra zajmuje
doktadnie 1 raz kazda z pieciu mozliwych pozycji w liczbie pigciocyfrowej: 277775,

zauwazy, ze zbior wszystkich rozwazanych w zadaniu liczb mozna rozdzieli¢ na 4!
roztacznych podzbiorow 5-elementowych, charakteryzujacych si¢ tym, ze suma liczb
z kazdego podzbioru jest taka sama.
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Uwagi

(13579+97531)-120

2
wypisania dwodch par liczb takich, ze w kazdej parze suma cyfr w rzgdach jednosci, dziesiatek,
setek, tysiecy, i dziesigtek tysiecy jest rowna 10, to otrzymuje 1 punkt.

1. Jezeli zdajacy oblicza sumg , bez stosownego komentarza lub bez

2. Jezeli zdajacy rozwaza zamiast cyfr 1, 3, 5, 7, 9 pie¢ réznych cyfr, przy czym co najmnie;j
jedna z nich nie nalezy do zbioru {1, 3, 5, 7, 9} i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to
moze otrzymaé co najwyzej 2 punkty.

3. Jezeli zdajacy zlicza sume liczb przyjmujac, ze cyfry 1, 3, 5, 7, 9 moga si¢ powtarzac
1 konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Wszystkich liczb spetniajacych warunki zadania jest tyle, ile permutacji zbioru

5-elementowego, czyli 5!=120 liczb.

Zapisujac te liczby, jedna pod druga, mozna zauwazy¢, ze kazda z cyfr— 1, 3,5,7,9 —
pojawia si¢ w kazdej kolumnie doktadnie 24 razy.

Dodajac do siebie wszystkie cyfry z kolumny jednos$ci otrzymujemy

24-(143+5+7+9)=24-25=600.

Dodajac do siebie wszystkie cyfry z kolumny dziesiatek otrzymujemy
10-24-(1+3+5+7+9)=10-24-25=6000.

Dodajac do siebie wszystkie cyfry z kolumny setek otrzymujemy
100-24-(1+3+5+7+9)=100-24-25=60000.

Dodajac do siebie wszystkie cyfry z kolumny tysiecy otrzymujemy
1000-24-(1+3+5+7+9) =1000-24-25 = 600000 ..

Dodajac do siebie wszystkie cyfry z kolumny dziesiatek tysiecy otrzymujemy
10000-24-(1+3+5+7+9)=10000-24-25 = 6000000 .

Zatem suma wszystkich rozwazanych liczb jest rowna 6666600 .

Rozwigzanie ta3 metodg mozna przedstawi¢ w sposob skrocony
(10000+1000+100+10+1)-(1+3+5+7+9)-24=11111-25-24 = 6666600

11 sposob
Wszystkich liczb spetniajgcych warunki zadnia jest tyle, ile permutacji zbioru

5-elementowego, czyli 5!=120 liczb.

Wsrdd nich sg 24 liczby, w ktorych na pierwszej pozycji znajduje si¢ cyfra 1.
Obliczymy ich sume:
10000-24+6-3000+6-5000+6-7000+6-9000+6-300+6-500+6-700+6-900 +
+6-30+6-50+6-70+6-90+6-3+6-5+6-7+6-9=399984

Rozwazmy nastepnie 24 liczby, w ktorych na pierwszej pozycji znajduje si¢ cyfra 3.
Obliczymy ich sume:
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30000-24+6-1000+6-5000+6-7000+6-9000+6-100+6-500+6- 700+ 6-900 +
+6-10+6-50+6-70+6-90+6-1+6-5+6-7+6-9 =866652

Rozwazmy z kolei 24 liczby, w ktérych na pierwszej pozycji znajduje si¢ 5.
Obliczymy ich sume:
50000-24+6-1000+6-3000+6-7000+6-9000+6-100+6-300+6-700+ 6-900 +
+6:10+6-30+6-70+6-90+6-1+6-3+6-74+6-9=1333320

Rozwazmy z kolei 24 liczby, w ktérych na pierwszej pozycji znajduje si¢ cyfra 7.
Obliczymy ich sume:
70000-24+6-1000+6-3000+6-5000+6-9000+6-100+6-300+6-500+6-900 +
+6:-10+6-30+6-50+6-90+6-1+6-3+6-5+6-9=1799988

Rozwazmy wreszcie 24 liczby, w ktdrych na pierwszej pozycji znajduje si¢ cyfra 9.
Obliczymy ich sume:
90000-24+6-1000+6-3000+6-5000+6-7000+6-100+6-300+6-500+ 6700+
+6:10+6-30+6-50+6-70+6-1+6-3+6-5+6-7=2266656

Zatem suma wszystkich rozwazanych liczb jest rowna 6666600 .

1T sposéb
Wszystkich liczb spetniajacych warunki zadnia jest tyle, ile permutacji zbioru

S-elementowego, czyli 5!=120 liczb.

Wisrdd nich jest 12 liczb, w ktorych na pierwszych dwdch pozycjach stoja cyfry 11 3.
Obliczymy ich sume:

10000-6+30000-6+1000-6+3000-6+4-500+4-50+4-5+
+4-700+4-70+4-7+4-900+4-90+4-9=273324.

Rozwazmy nastepnie 12 liczb, w ktorych na pierwszych dwdéch pozycjach stojg cyfry 11 5.
Obliczymy ich sume:

10000-6+50000-6+1000-6+5000-6+4-300+4-30+4-3+
+4-700+4-70+4-7+4-900+4-90+4-9 =404436.

Rozwazmy nastgpnie 12 liczb, w ktorych na pierwszych dwoéch pozycjach stoja cyfry 11 7.
Obliczymy ich sume:

10000-6+70000-6+1000-6+7000-6+4-300+4-30+4-3+

+4-500+4-504+4-54+4-900+4-90+4-9=535548.

Rozwazmy nastgpnie 12 liczb, w ktorych na pierwszych dwdch pozycjach stoja cyfry 11 9.
Obliczymy ich sume:

10000-6+90000-6+1000-6+9000-6+4-300+4-30+4-3+
+4-500+4-50+4-5+4-700+4-70+4-7 = 666660.

Rozwazmy z kolei 12 liczb, w ktorych na pierwszych dwoch pozycjach stojg cyfry 31 5.
Obliczymy ich sume:

30000-6+50000-6+3000-6+5000-6+4-100+4-10+4-1+
+4-900+4-90+4-9+4-700+4-70+4-7 =535548.

Rozwazmy nastgpnie 12 liczb, w ktorych na pierwszych dwoéch pozycjach stoja cyfry 31 7.
Obliczymy ich sume:

30000-6+70000-6+3000-6+7000-6+4-100+4-10+4-1+
+4-500+4-504+4-54+4-900+4-90+4-9 =666660.

Rozwazmy nastgpnie 12 liczb, w ktorych na pierwszych dwdch pozycjach stoja cyfry 31 9.
Obliczymy ich sume:
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30000-6+90000-6+3000-6+9000-6+4-100+4-10+4-1+
+4-500+4-50+4-5+4-700+4-70+4-7="797772.

Rozwazmy nastepnie 12 liczb, w ktorych na pierwszych dwdch pozycjach stojg cyfry 51 7.
Ich suma jest taka sama jak w poprzednim przypadku: 797772 .

Rozwazmy z kolei 12 liczb, w ktorych na pierwszych dwoch pozycjach stojg cyfry 519.
Obliczymy ich sume:

90000-6+50000-6+9000-6+5000-6+4-100+4-10+4-1+
+4-300+4-30+4-3+4-700+4-70+4-7=928884.

Rozwazmy wreszcie 12 liczb, w ktorych na pierwszych dwoch pozycjach stoja cyfry 71 9.
Obliczymy ich sume:

90000-6+70000-6+9000-6+7000-6+4-100+4-10+4-1+
+4-300+4-30+4-3+4-500+4-50+4-5=1059996.

Zatem suma wszystkich rozwazanych liczb jest rowna 6666600 .

IV sposob

Zauwazmy, ze zbior wszystkich 120 liczb pieciocyfrowych uzyskanych z cyfr 1, 3, 5, 7, 9
mozna pogrupowac w pary takie, ze suma cyfr w rzedach jednosci, dziesiatek, setek, tysigcy,
1 dziesiatek tysiecy jest rowna 10, np. 37195 1 73915. Suma kazdej takiej pary liczb jest rowna

111110. Takich par liczb jest %-5!: 60.

Stad szukana suma jest rowna 6666600 .

V spos6b
Przy dodawaniu rozwazanych liczb wykorzystamy fakt, Ze:

-cyfry 1, 3, 5, 7, 9 stojace w rzedzie jednosci

oznaczaja odpowiednio dodawanie liczb 1, 3, 5, 7, 9;
-cyfry 1, 3, 5, 7, 9 stojace w rzedzie dziesigtek

oznaczaja odpowiednio dodawanie liczb 10, 30, 50, 70, 90;
-cyfry 1, 3, 5, 7, 9 stojace w rzedzie setek

oznaczaja odpowiednio dodawanie liczb 100, 300, 500, 700, 900;
-cyfry 1, 3, 5, 7, 9 stojace w rzedzie tysiecy

oznaczajg odpowiednio dodawanie liczb 1000, 3000, 5000, 7000, 9000;
-cyfry 1, 3, 5, 7, 9 stojace w rzedzie dziesiagtek tysiecy

oznaczajg odpowiednio dodawanie liczb 10000, 30000, 50000, 70000, 90000.
Obliczenie sumy
1+34+54+7+9+104+30+50+70+90+100+300+500+ 7004900 +

+1000+3000+ 5000+ 7000 + 9000 +10000 + 30000 + 50000 + 70000 + 90000 = 277775

jest rownoznaczne z obliczeniem sumy pigciu z rozwazanych liczb, przy czym te pi¢¢ liczb
charakteryzuje wlasno$¢: w tych pigciu liczbach kazda cyfra zajmuje doktadnie 1 raz kazda
z pieciu mozliwych pozycji w liczbie pigciocyfrowe;.

Odpowiednie przestawianie cyfr pozwoli rozdzieli¢ zbior wszystkich rozwazanych w zadaniu
liczb na 4! roztacznych podzbioréw 5-elementowych, przy czym w kazdym z tych podzbiorow
suma wszystkich 5 liczb bedzie rowna 277775.

Zatem suma wszystkich rozwazanych w zadaniu liczb jest rowna: 4!- 277775 = 6666600.
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Zadanie 7. (0-2)

II. Wykorzystanie
1 interpretowanie
reprezentacji.

11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy korzysta z geometryczne;j
i fizycznej interpretacji pochodnej (R11.3).

Schemat punktowania

Z.dAaJACY OLTZYIMUJE ..cuuveriiereranricssssanrecssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 2p.
gdy obliczy wspotczynnik b: b=2019.

Z.dAJACY OLTZYIMMUJE .ccuvereevvnrecssnrcssnresssrcssssncssssnsssssesssssssssssesssssssssssesssssesssssssssssesssssssssssssssssss 1p.

gdy obliczy wspotczynnik kierunkowy stycznej: a =41 lub obliczy wartos¢ pochodnej
funkcji £, okre$lonej wzorem f'(x) = 2x” +x+2219, dla argumentu 10: '(10) = 41.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy popeini btad przy wyznaczaniu pochodnej danej funkcji, ale otrzyma

wielomian stopnia 1. i poprawnie zinterpretuje wspotczynnik a jako 7’(10), to moze otrzymac
1 punkt, o ile konsekwentnie rozwiaze zadanie do konca.

2. Jezeli zdajacy przyjmie, ze x,=2429 1 rozwigze zadanie konsekwentnie do konca, nie
popetniajac innych btedow, to otrzymuje 1 punkt.
Przykladowe rozwigzania

I sposéb
Przyjmujemy, ze funkcja f jest okre§lona wzorem f(x) = 2x” +x+2219.

Roéwnanie stycznej do krzywej w punkcie P =(x,, f(x,)) ma postac:

y=f(x)= f,(xo)(x_xo)~

Z danych zadania wynika, ze: x, =10, f(x,)=f(10)=2429.
Pochodna funkcji f jest okre$lona wzorem: f’(x)=4x+1.
Wartos¢ tej pochodnej dla argumentux, =10 jest rowna f”(x,)= f'(10)=4-10+1=41.

Poniewaz f”(x,) =a, zatem a=41.
Na podstawie rOwnania stycznej do krzywej w danym punkcie mamy: y—2429 =41(x—10),
a stad po przeksztatceniach otrzymujemy: y =41x+2019. Zatem b=2019.

Odpowiedz: Wspotczynnik b =2019.
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I spos6b
Prosta o rownaniu kierunkowym y=ax+b jest styczna do paraboli okre$lonej rownaniem

y=ax+b

. 19 ma doktadnie jedno
y=2x"+x+

y=2x>+x+2219. Zatem uklad réwnan {

rozwigzanie.

Stad otrzymujemy: 2x” +x+ 2219 = ax +b . Po przeksztalceniach mamy:
2x* +(1—a)x+2219-bh=0.

Powyzsze roéwnanie musi mie¢ tylko jedno rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych, ktore
jest jednoczes$nie odcigta punktu styczno$ci paraboli 1 prostej. Oznacza to, ze x, =10 (odcieta

punktu stycznosci). Z drugiej strony rownanie 2x° +(1—a)x+2219—-bh=0 ma tylko jedno

rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych, gdy A=0 1 jest ono rowne x, = 55 czyli

1-a

10=- .
2-2

Stad wynika, ze a =41.
Wspétezynnik b mozemy wyznaczy¢ na trzy sposoby:

1. sposéb
Podstawiajagc do rownania prostej y =ax+b wartos¢ a =41 oraz wspoétrzedne punktu P,

otrzymujemy 2429=41-10+5. Stad b =2019.

2. sposob

Podstawiajac do rownania 2x” +(1—a)x+2219—-b=0 warto$¢ a =41, otrzymamy réwnanie
2x*—40x+2219-bh=0. Réwnanie to ma jedno rozwigzanie, czyli A=0, a zatem
(—40)’ —4-2-(2219-b)=0. Stad »=2019.

3. sposéb
Podstawiajac do rownania 2x*+(1—a)x+2219-b=0 wartosci a=41 i x, =10 mamy:

2-10°-40-10+2219-bh=0. Stad b=2019.
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Zadanie 8. (0-3)

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy dodaje, odejmuje, mnozy
i dzieli wyrazenia wymierne; rozszerza i (w tatwych przyktadach)
skraca wyrazenia wymierne (R2.6).

V. Rozumowanie
1 argumentacja.

Schemat punktowania

ROZWIQZanie Pelne .......eoiicvvueiiiiiisnniiniinnnnicnnssnniicsissnnicsssssnnicssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........coeeevveicnrencccsnncnnns 2p.
Zdajacy
o zapisze nieréwnos$¢ w postaci rownowaznej:
2
x—-y) +a(y—x
(x-7) (v )>O lub (x—y)2+a(y—x)>0,lub (x—y)z)a(x—y)
x(y+a)
albo
. . . PP L a y+ta .
e 7zapisze, ze wystarczy wykaza¢ prawdziwo$¢ nierdwnosci + > 2, wykazujac
y+a x+a
.. . . . +
wczesniej prawdziwo$¢ nierdwnosci L, ra ,
X x+a

albo
e zapisze, ze f'(a)>0 dla kazdego a >0, a ponadto zbada monotonicznosé funkcji f

1 stwierdzi, ze funkcja f jest rosnaca,
albo

+
e Yo, okreslonej dla a # —y jest hiperbola,
yv+a x

ktorej asymptota poziomg jest, w uktadzie wspolrzednych aOb, prosta o réwnaniu

e zapisze, ze wykresem funkcji f(a) =

p=2-1 , hatomiast asymptotg pionowa jest prosta o rOwnaniu @ =—) oraz zapisze, z¢e
X

w przedziale <0,+o<>) funkcja f jest rosnaca.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ....ccccverersvercrsnrcssnrcssnnicssssrcssssesssssssssssssssssssens 1p.
Zdajacy
. zapisze nier6wnos¢ w postaci rtOwnowazne;j:
x> +ax+y* +ay—2xy—2ax
x(y+a)
x? —2xy+y2>a(x—y)

>0 lub x* +ax+y* +ay—2xy—2ax >0, lub

albo
o wykaze, ze dla dowolnych liczb 0 <x <y 1 a >0 prawdziwa jest nierowno$¢
yorta
X xX+a
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albo

- , -
o wyznaczy pochodng funkcji f(a)= ARILSPAN § f(a)= y—x2 ,
y+a x (y+a)
albo
) ) . x+a y , . .
o zapisze, ze wykresem funkcji f(a) = N ———2 okreslonej dla a # —y jest
y+a x
hiperbola , ktorej asymptota pozioma jest, w uktadzie wspotrzednych aOb, prosta
o réwnaniu b =2 —1 , hatomiast asymptotg pionowg jest prosta o rOwnaniu a =—) .
X

Uwaga
Jezeli zdajacy prowadzi do konca rozumowanie opisane w zamieszczonym ponizej I1I sposobie
y y +a

rozwigzania, pomijajac uzasadnienie prawdziwos$ci nierownosci — >
X xX+a

, to moze otrzymac
co najwyzej 2 punkty.

Przykladowe rozwigzania

I sposéb
Nierownos¢ mozemy przeksztatci¢ w sposob rownowazny
ALY 250,
y+a x
x(x+a)+y(y+a)—2x(y+a)>0
x(y+a) ’
2 2
X +ax+y +ay—2xy—2ax>0’
x(y+a)
(x=y) +a(y=x)
x(y+a) '

Z zatozenia y >0, x>0 1 a>0.Zatem y+a>0 i x>0, co oznacza, ze mianownik utamka
stojacego po lewej strony otrzymanej nierdwnosci jest dodatni. Kwadrat (x-— y)2 jest
nieujemny, a z zalozenia x<ywynika, ze y—-x>0, wigc a(y—x)>0. Stad licznik

rozwazanego utamka jest dodatni. W rezultacie otrzymana nierdwnos$¢ jest prawdziwa.
To konczy dowod.

11 sposob

Z zatozenia wynika,ze y>0, x>0 1 a>0.Zatem y+a >0.Mnozac obie strony nierdwnosci
+ . . .

AR ) przez liczb¢ dodatnig ( y+a)x, otrzymujemy

y+a x

x(x+a)+y(y+a)>2x(y+a),
x> +ax+y*+ay—2xy—2ax>0,

(x=y) +a(y-x)>0.
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Ta nieréwno$c¢ jest prawdziwa, gdyz (x— y)2 >0 oraz a(y—x)>0, bo z zalozenia x<y

1 a>0. To konczy dowadd.

1T sposdb

Wykazemy najpierw, ze jezeli licznik i mianownik utamka wiekszego od 1 zwigkszymy o te

samg liczbe dodatnig, to otrzymamy utamek mniejszy od wyjsciowego, gdyz przy zalozeniu,

yta_y

x+a x

x(y+a)<y(x+a),
xy+xa<xy+ya,

ze liczby x, y 1 a sa dodatnie, nierownos¢ jest rownowazna kolejno nierownosciom

xa<ya,
X<y

1< 2 s
X
co jest prawda.

+a . x+a x+a +a
Zatem 2> 2 , wiec +2s +2
X Xx+a y+ta x yta x+a

odwrotnosci jest co najmniej rowna 2. Ta rowno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ta liczba

>2, gdyz suma liczby dodatniej 1 jej

. . . , ., yta .
jest 1, co w naszym przypadku nie zachodzi, bo rownos¢ Yra oznaczataby, ze x =y, co

xX+a
jest sprzeczne z zatozeniem x < y .
IV sposéb
_+_
Niech f(@)=222+2 -2 dla a>0.
y+a x
. , l-(y+a)—1‘(x+a) y—x , ) .
Obliczamy f'(a)= > = 5, zatem f"(a) >0 dla kazdego a =0, wiec
(y+a) (v+a)

£ jest funkcja rosnaca. Wobec tego jesli a>0,to f(a)> f(0)= XY 250 , bo suma liczby
Yy X

dodatniej 1 jej odwrotnosci jest rtOwna co najmniej 2.

Uwagi
1. Prawdziwo$¢ nierbwnosci xta +2 ra > 2 mozna tez uzasadni¢, odwolujac si¢ do
y+a x+a
nierdwnosci migdzy $rednig arytmetyczng i geometryczng roznych liczb dodatnich
x+a . y+a
y+a Y ta

2. Uzasadnienie, ze funkcja f jest rosngca w przedziale <0,+oo) mozemy przeprowadzi¢

bez odwolywania si¢ do rachunku pochodnych. Rozwigzanie moze wygladac
nastepujaco.
Niech x i y beda dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze x <y . Rozwazmy

funkcje f okreslong wzorem f(a)= X1V 5 dla kazdej liczby rzeczywistej a # —y . Jest
y+a x

to funkcja homograficzna. Zapiszmy jej wzor w postaci kanonicznej
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P P AR S ST i A PN o P

yv+a RS y+a x y+a x
Wykresem tej funkcji jest hiperbola, ktorej asymptota poziomga jest, w uktadzie wspotrzednych
aOb, prosta o rownaniu b =2 , hatomiast asymptota pionowg jest prosta o réwnaniu
X

a=-y. Poniewaz y>x>0, wiec %>1, co oznacza, ze asymptota pozioma lezy w I 1 II

¢wiartce uktadu wspoétrzednych, za§ asymptota pionowa lezy w II 1 III ¢wiartce tego uktadu.
Ponadto x—y <0, wigc hiperbola, ktéra jest wykresem funkcji f jest obrazem hiperboli

: Y| : : . . :
oréwnaniu b=—, gdzie 4<0, lezacej w I 1 IV ¢wiartce uktadu wspotrzednych, jak na
a

ponizszym rysunku.

|
<

heccccccccelhecccccckecccccccccccaa]

Wynika stad, ze w przedziale (—y,+ee) funkcja fjest rosnaca. W szczegdlnosci jest ona rosnaca

w przedziale <0,+o<>). Zatem dla kazdego argumentu a >0 prawdziwa jest nierowno$¢

f(a)> f(0). Zauwazmy, ze f(0)= X0 Y XY 950220, edyzliczby X i Y
y+0 x y X y X

sg dodatnie, rdzne od 1 i1 jedna z nich jest odwrotnoscig drugie;.

W efekcie dla kazdego argumentu a >0 prawdziwa jest nier6wnos¢

f(a)= x+a+l—2>0,

y+a x

czyli
ALY,
y+a x
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V sposéb

x+a y . . e . : .
+=>2 mozemy przeksztatci¢ w sposoéb rOwnowazny mnozac obustronnie

y+a x

Nieroéwnosé

przez x(y+a),bo z zalozenia x(y+a)jest wigksze od zera. Otrzymujemy

x(x+a)+y(y+a))2x(y+a)
Przeksztatcamy otrzymang nierdwnos¢
x*+xa+y* +ya)2xy+2xa,
x> =2xy+y* Y xa-ya,
X =2xy+y*ya(x-y),
(x—y)2 Ya(x—y) .

Z zalozenia x(y 1 a)0, zatem a(x— y) (0, natomiast kwadrat (x— y)2 jest dodatni.

W rezultacie otrzymana nierownos¢ jest prawdziwa. To konczy dowadd.
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Zadanie 9. (0-3)

7. Planimetria. Zdajacy rozpoznaje trojkaty podobne
1 wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) cechy
podobienstwa trojkatow. (7.3).

V. Rozumowanie
1 argumentacja.

Schemat punktowania

ROZWIgzanie pelne ..........coeiiivveriisvnniniserinssnninssnncssnicssnnncssssssssssessssessssnes 3p.
Zdajacy zapisze pelne, poprawne rozumowanie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.........cceecvvvercnivercnssnncssencssencssnnscsssnsssssnssssasees 2p.
Zdajacy
e zapisze, ze trojkaty ASM 1 NLC lub trojkaty MKC 1 BTN sa przystajace, nie uzasadni
tego przystawania i uzasadni teze
albo
e zapisze dwie proporcje wynikajace z podobienstwa trojkatow pozwalajace (wraz z
réwnoscia |AP|=|BP|) wyznaczy¢ zaleznoé¢ migdzy dtugo$ciami odcinkéw STiAB,
p_a [BT]_a

np.. —=
P8 "h—x b
albo

e zapisze dwie proporcje wynikajace z twierdzenia Talesa pozwalajace (wraz z rownoscia

|AP| = |BP| ) wyznaczy¢ zalezno$¢ miedzy dlugosciami odcinkéw ST'1 AB, np.:

p_a-p.a-q_gq
x b-x b-x x

2

albo
e zapisze dtugosci odcinkéw AB, AS 1 BT w zaleznos$ci od dlugosci odcinkow x = |AM

2

y=|MC| oraz kata @ w postaci : |AB|=2(x+y)-cosa, AS|=x-Cosa,

|BT|=y-cosex,
albo
e narysuje odcinek MZ rownolegly do BC oraz odcinek ZN lub odcinek NZ rownolegly do
AC oraz odcinek MZ, zapisze, ze trojkaty AMZ 1 ZBN s3 rGwnoramienne, ale nie uzasadni,

ze czworokat MZNC jest réwnolegtobokiem i poprawnie uzasadni tezg
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do calkowitego rozwigzania zadania ..........ccooeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiei e 1p.

Zdajacy
e zapisze, ze trojkaty ASM 1 NLC sg przystajace lub trojkaty MKC i BTN sa przystajace
albo
e zapisze, ze trojkaty, np. ASM 1 APC s3 podobne lub zapisze proporcje wynikajaca z tego
podobienstwa,
albo

e zapisze proporcje wynikajaca z twierdzenia Talesa, np.: ————=-—-,

albo
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e wyznaczy dlugos¢ odcinka AB w zaleznos$ci od dtugo$ci odcinkéw x = |AM , V= |MC |
oraz kata « : |AB|2 =(x+y) +(x+y) =2-(x+y)-(x+y)-cos(180°-2a),
albo
. 4] |BT|
e zapisze dwie zaleznoSci: =Ccosd, —;=Cos,
|AM | BN|
albo
e narysuje odcinek MZ réwnolegty do BC oraz odcinek ZN lub odcinek NZ rownolegly
do AC oraz odcinek MZ

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Uwagi

1. Za uzasadnienie przystawania trojkatow prostokatnych np.: ASM i NLC uznajemy
a) powotanie si¢ na ceche przystawania kbk, o ile na rysunku nie wystepuja sprzeczne
oznaczenia katoéw,

b) zaznaczenie na rysunku jednej pary odpowiednich katow ostrych w tych trojkatach.

2. W I i IV sposobie rozwigzania nie wymagamy uzasadnienia podobiefistwa trdjkatow lub
powotlania si¢ na twierdzenie Talesa.

3. Jezeli zdajacy rozpatrzy tylko szczegdlny przypadek, w ktorym punkty M 1 N, s srodkami
bokow AC 1 BC, to otrzymuje 0 punktow za cate rozwigzanie.

4. Jezeli zdajacy zaktada, ze trojkat ABC jest rownoboczny i korzysta z tego zatozenia, to za
cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.

5. Jezeli zdajacy przedstawia rozwigzanie, w ktorym odwotluje si¢ tylko do argumentéw
pozamatematycznych, np. ,,przesuwa” punkty M i N po odcinkach AC i BC z tymi samymi
szybkosciami, to moze otrzymac¢ 1 punkt za zauwazenie, ze rzuty prostokatne na prosta AB
odcinkow rownych, z ktérych jeden lezy na prostej 4C, a drugi na prostej BC sg rowne.

Przykladowe rozwigzania
I sposob (,,przystawanie trojkatow — I”)

Niech P bedzie srodkiem podstawy AB tego trojkata. Poprowadzmy przez punkty M i N
proste rownolegle do podstawy AB trojkata, a ich punkty przeciecia z prosta CP oznaczmy

odpowiednio K i L. Oznaczmy tez x=|AM|=|CN , y=|MC , p=|AS , q=|MK , jak na
rysunku.
C
x
Yy N
L
M P Y
T q
A P g P T 4 B

Poniewaz trojkat ABC jest rGwnoramienny, wigc |NB| =|MC| =y. Trojkaty ASM i NLC sa
AM|=|CN| oraz |«BAC|=|<4BC|=|«LNC| oraz
=|<INCL|. Podobnie uzasadniamy, ze trojkaty MKC

przystajace, gdyz oba sg prostokatne,
|« AMS| =90° —|«BAC|=90°—|«LNC

1 BTN sa przystajace.
Zatem

|PT|=|LN|=|4S|= p oraz |SP|=|MK|=|TB|=¢.
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Stad wynika, ze
|ST| =|SP|+|PT|=q+p=1%-(2p+2q)=1-|4B|.

I sposob (,,przystawanie trojkatow — II)
Niech P bedzie srodkiem podstawy AB tego trojkata. Poprowadzmy przez punkt N prosta
réwnolegla do podstawy AB trdjkata, a punkt jej przecigcia z prosta CP oznaczmy przez L.

, p:|AS

Oznaczmy tez x = |AM | = |CN

, jak na rysunku.

Y

A Pg P T B

AM|=|CN],
|«BAC|=|«ABC|=|<LNC| oraz |«AMS|=90°—|«BAC|=90°—|<LNC|=|«NCL|.

Stad wynika, ze | PT|=|LN|=|4S|=p.

Trojkaty ASM 1 NLC sa przystajace, gdyz oba sg prostokatne,

Poniewaz trojkat ABC jest rOwnoramienny, wigc |AP| = |BP| .
Stad wynika, ze

|ST| = |SP|+|PT|=(|4P|- p)+ p =|4P|=1L-|4B|.
Uwaga

Analogiczne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢, wychodzac od pary trojkatow
przystajacych MKC i BTN (oznaczenia jak w I sposobie oceniania).

111 sposéb (,,podobienstwo trojkatow’)
Niech P bedzie srodkiem podstawy AB tego trojkata. Oznaczmy tez x=|AM |=|CN

b=|AC|=|BC|, a=|4P

>

, jak na rysunku.

Poniewaz P jest spodkiem wysokosci trojkata rownoramiennego, wigc |BP| = |AP| =a.
Trojkaty ASM i APC sa podobne na mocy cechy kkk , poniewaz obydwa sg trojkatami
prostokatnymi (odcinki SM'1 PC sa rdwnolegte), a kat PAC jest katem wspdlnym obu
trojkatow. Stad wynika, ze

45| _|4P] P

G Ty
|AM | |AC’CZy1x b

Stad p:%. Zatem |SP|=|AP|—p=a—ab—x.
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Poniewaz NT || CP ikat CBP jest katem wspdlnym, wigc na mocy cechy kkk trojkat BTN
jest podobny do trojkata BPC . Stad wynika, ze
|BT| _|BP|
/B Jac]

|BT| _a
b—x b

, czyli

Stad |BT| =2 (bb_ %) wige |PT| = |BP|~|BT|=a-— &

Zatem

|ST|=|SP|+|PT|=a—=+Z =a=1|48B|.
b b 2

To konczy dowdd.

IV sposéb (,,twierdzenia Talesa™)
Niech P bedzie srodkiem podstawy AB tego trojkata. Oznaczmy tez x=|AM |=|CN

, p=|4S

b

b=|AC|=|BC

, a=|AP

. q=|PT

, jak na rysunku.

A Ps p 1T, B
Poniewaz trojkat ABC jest rOwnoramienny, a P jest spodkiem jego wysokosci, wigc
|BN|=|MC|=b—x i |BP|=|4P|=a.
Z twierdzenia Talesa otrzymujemy
48| |sP| |BT| _|PT]|
—t=_—_oraz ,— =1—
|aM|  |MC| |BN| |NC

b

czyli
p_azp ., 074 4
X b—x b—x x
Stad
pb— px =ax— px oraz ax—qgx =bg—qgx,
=Y oraz =&
Py T
Zatem
|ST|:|SP|+|PT|=a—p+q:a—ab—x+%=a=%-|AB|.
To konczy dowod.
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V sposéb (,,trygonometria”)
Oznaczmy o = |<):BAC| = |<IABC

, x=|AM|=|CN

, y=|MC

, 2a=|A4P

, jak na rysunku.

Wtedy |NB|=|BC|~x=|4C|~x=y oraz |«ACB|=180°2¢:.
Z twierdzenia cosinusoéw dla trojkata ABC otrzymujemy
|AB|2 = |AC|2 +|BC|2 —2-|4C|-|BC|-cos(180°-2a),
B[ = (x+p) +(x+) =2 (x+y)-(x+)-cos(180°- 2),
|AB|2 = 2(x+y)2 +2-(x+y)2 -cos2a,
| 4B =2(x+y) (1+cos’ r—sin’ &),
|AB|2 = 4(x+y)2 .cos’x .
Stad
|4B|=2(x+y) cosar.

Z trojkatéw ASM 1 BTN otrzymujemy

|45 |BT|
—— =COSX Oraz ——=

|AM| X
|45 | BT|
—=cos¢ oraz —— =cos .
X Y
Stad
|AS|=x-cos0( oraz |BT| =y-Ccosc.
Zatem

|ST|=|AB|—|AS|—|BT|=2(x+y)-cosa—x'cosa—y-cosa:(x+y)-cosa:%-|AB|.

To konczy dowod.

VI sposob (,,trojkaty rownoramienne”)
Narysujmy odcinek MZ réwnolegly do prostej BC taki, ze koniec Z tego odcinka lezy na

podstawie AB trojkata ABC oraz odcinek NZ. Oznaczmy tez x=|AM |=|CN , y=|MC
p:|AS , q :|TB

3

, jak na rysunku.
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Wtedy katy odpowiadajace AZM 1 ABC sa rowne. To oznacza, ze trojkat AZM jest
roéwnoramienny. Stad wynika, zZe |MZ| =|AM | =|CN | =x. Zatem czworokat MZNC jest
rownoleglobokiem (jego boki MZ i CN sa réwnolegle 1 maja réwne dtugosci), co oznacza, ze
|ZN | = |MC | =y.To zkolei oznacza, ze trojkat ZBN jest rOwnoramienny. Punkty S'i 7'to spodki
wysokosci trojkatow rownoramiennych, wigc

|AS|=|SZ = p oraz |ZT|=|TB|=q.

Stad
|ST|=|SP|+|PT|=gq+p=%-(2p+2q)=%-|4B].

To konczy dowod.
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Zadanie 10. (0—4)

7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach
ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusOw 1 twierdzenia
cosinusow (R7.5).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Schemat punktowania

ROZWIgzZanie Pelne ........cicovvvveiicnivniicnissniicssssnnicssssnnnecssssssesssssssessssssssesssssssessssssssssssnsass 4 p.

Zdajacy obliczy obwad trojkata ABC: L 5 =120.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania ........cceicevveicnivercnseicssnicssnnesssnsessssessannes 3p.
Zdajacy zapisze rOwnanie wymierne z jedng niewiadoma a, np.:
az=256+az+12a+36—2-16-(a+6)-l lub  a’= 492, w 1=7. b
2 (l) 7 a
7
a*=(8V3) +(a=2)".lub a” = (VI92) +(a=2), 1ub 16>-a+a>-6 = (a+6)(14’ +a-6), lub
49
484" =49(a> = 49), lub 49(1——2j:48, b 4—— 1y 2T
a 43 2_4\5'1 14 2
7 7 7
2 2 2 2(12—142 2
16*=(a+6) +a*~2+(a+6)-a-=———, lub (a+11)(a=5)-5-11=(243+43a) .
a
Rozwiazanie, w Ktorym jest iStotny POStEP ...ccccceeeeveresseressnrcssanscsssnsssssnesssssesssassssnases 2p.

Zdajacy

1
2
trojkata ABC: a*> =16 +(a+6)2 —-2-16-(a+6)-cos

e obliczy cosar =— oraz zapisze rOwnanie wynikajace z twierdzenia cosinusow dla

albo

e obliczy cosw= 7 oraz zapisze roOwnanie wynikajace z twierdzenia cosinusow dla

trojkata BCD, np.: 14° =a’ +a’ —2-a-a-cos(180° - 2) lub
a’ =a’ +14* —2-14a-cos @ ,
albo
e obliczy sinw = %oraz sin (180°—2w) =2- 4@%,
albo
e obliczy cosw= 5 oraz zapisze rOwnanie wynikajace z definicji cosinusa w trojkacie

|ED]

a

BCD: cosw=
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albo

albo

albo

albo

albo

albo

obliczy |[AF|=8,
|BF|=a-2,

CF | =8/3 oraz wyznaczy dtugos$¢ odcinka BF' w zaleznos$ci od a:

obliczy pole trojkata ADC , wyznaczy pole trojkata BCD w zalezno$ci od a oraz
wyznaczy stosunek pol trojkatow ADC 1 BCD w zaleznos$ci od a: P, = 243 )

P 6
Poep =7 a2_49: ﬂ:_’

Bcp 4

43
7 [ 49
a a

zapisze rownanie pierwiastkowe z niewiadomg a: a =

obliczy pole trojkata ADC, wysokos¢ CF oraz dlugo$¢ odcinka DF: P, =243 ,
|CF|=8V3, |DF|=2,

zapisze uktad rownan z dwiema niewiadomymi a i cos 3 :

16° =(a+6)2+a2—2-(a+6)'a'cosﬁ i14=a’+a*-2-a-a-cos 3,

obliczy pole trojkata ADC oraz wyznaczy pola trojkatow ABC 1 BCD w zaleznosci od a:
Py =243, P = \[(a+11)(a=5)5-11, P, =483 a

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia bedy.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania 1p.

Zdajacy

albo

albo

albo

albo

obliczy cosa = %

zapisze roéwnanie wynikajace z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC:
a’=16" +(a+6)2 —-2-16-(a+6)-cosar lub16’ :(a+6)2 +a*—2-(a+6)-a-cosf3,

. 1 1
obliczy cos5=—7 lub cosa)=7,

@ lub cosa)=z,
a a

zapisze, ze cos @ =

zapisze uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi:
16 = h* +(x+6)" oraz 14> = h* + x*,
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albo

albo

albo

albo

obliczy pole trojkata ADC i wyznaczy pole trojkata BCD w zaleznos$ci od a — dlugosci
boku BC: P, =243, P,., =7\Na>-49,

obliczy pole trojkata ADC i wyznaczy pola troéjkatow ABC 1 BCD w zaleznos$ci od a —
dhugosci boku BC oraz sin B Py, =243, P, :%- (a+6)-a-sinf3,

1 .
Pp =5-a-a‘s1nﬂ,

obliczy pole trojkata ADC oraz wysoko$¢ CF: P, = 243, |CF |= 83,

zapisze roOwnanie wynikajace z twierdzenia cosinuséw dla trojkata BCD:
14 =a’+a>-2-a-a-cos B

i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy realizuje strategie rozwigzania i popetnia jedynie biedy rachunkowe, to moze
otrzyma¢ 3 punkty, o ile popelione btedy nie ulatwiaja rozwazanego zagadnienia na
zadnym etapie rozwigzania.

o . .1 .
2. Jezeli zdajacy pominie wspotczynnik 5y we wzorze na pole trojkata, to moze otrzymac

3 punkty za rozwigzanie zadania konsekwentnie do konca.
3.Jezeli zdajacy realizuje strategie rozwigzania i jedynym btedem, ktory jednak nie utatwia
rozwazania zagadnienia na zadnym etapie rozwigzania, jest blad, polegajacy na
niepoprawnym zastosowaniu:
a) twierdzenia cosinuséw lub twierdzenia sinuséw, lub niewlasciwym podstawieniu do
wzoru z tego twierdzenia,
b) definicji funkcji trygonometrycznej,
¢) wzoru Herona,
d) twierdzenia Pitagorasa,
e) wzoru redukcyjnego,
f) wzoru na pole trojkata z sinusem kata miedzy bokami,
g) twierdzenia Stewarta,

h)wzoru,,\/az—bz:\/;—\/biz”lub,,(a+b)2:a2+b2”,

to zdajacy otrzymuje co najwyzej 2 punkty za rozwigzanie calego zadania.

. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania, i popetnia jeden blagd, wymieniony

w uwadze 3., a ponadto popelnia bledy rachunkowe, to otrzymuje 1 punkt.

. Jezeli zdajacy stosuje przyblizenia funkcji trygonometrycznych i tym samym zmienia aspekt

rozwazanego zagadnienia, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cale rozwigzanie.

. Jezeli zdajacy zaktada, ze kat CAD ma miarg 60 stopni, to moze uzyskac¢ jedynie punkty za

te czesci rozwigzania, w ktorych nie korzysta z tego nieuprawnionego zatozenia.
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Przykladowe rozwigzania

I sposob
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
C
a
16
14
a
A 6 D a

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ADC otrzymujemy
14°=16"+6"—2-16-6-cos .

Stad
16°+6°—14° 1
cosg=———=—.
2-16-6 2

Zatem o =60°.
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC otrzymujemy

@’ =16’ +(a+6)" =2-16-(a+6)-cos e,

a’ =256+a2+12a+36—2-16-(a+6)-%,
4a=196,
a=49.

Obwod trojkata ABC jest rowny
L-=16+6+2-49=120.

I sposob
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

5&)

A 6 D a
Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ADC otrzymujemy
16> =14>+6—2-14-6-cos ¥ .

Strona 24 z 52

eduarkusze.pl



Stad
142 +6°-16> 1

cosf=———=——.
2-14-6 7
Zatem
1) 1
cos = cos(180°—9) =—cos§=—(—7j =
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata BCD otrzymujemy
14 =a’+a’>-2-a-a-cos(180°-2w),
196 =24” (1+cos2w),
2 98 98 49 492 _49%, g =49

B 1+cosZa)_ 14+2cos> w—1 B cosza)_ (%)

albo

a* =a* +14? —2-14a-cosw,

28a-%=196, a=49,

albo z twierdzenia sinusow otrzymujemy

a 14
sinw  sin(180°-2w)
sin(180°—2@) = sin 2w = 2sin @- cos @

_2_4\/5.1_245

21 21 441
a 14

4@22_4«/5‘3

21 21 21

sin (180°—2w)

Wigc obwdd trojkata ABC jest rowny
L,-=16+6+2-49=120.
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11 sposéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

A 6 D a B

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ADC otrzymujemy
16> =14 +6—2-14-6-cosJ .
Stad
cosd=——=——.
2:14-6 7
Zatem
1 1
cos@=cos(180°— &) =—cos S = —(—7) =

Trojkat BCD jest rownoramienny, wiec spodek £ wysokosci BE tego trojkata jest sSrodkiem
boku CD. Zatem

|ED)
cosw=——,
a
1.7
7_a

Stad a =49, wigc obwod trojkata ABC jest rowny
L-=16+6+2-49=120.

IV sposéb
Poprowadzmy wysokos¢ CF trojkata ABC 1 przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
C
a
16
14
o | [

A 6 D F a B
Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ADC otrzymujemy
14> =16>+6>-2-16-6-cos .

Stad

16°+6>—-14" 1

cosgg=———=—.
2:-16-6 2

Zatem o =60°. Trojkat AFC jest wiec potows trojkata rownobocznego o boku dlugosci 16.
Stad |AF|=8 i |CF|=843 .
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W rezultacie | DF| =|AF|—|AD|=8—6 =2 oraz |BF|=|BD|~|DF|=a-2.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BCF otrzymujemy

a’ =(8J§)2 +(a-2),

a’*=192+a’ —4a+4

4a =196,
a=49.
Obwaod trojkata ABC jest rowny
L-=16+6+2-49=120.

V spos6b
Poprowadzmy wysoko$¢ CF trojkata ABC 1 przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
C
a
16
14/ |h
x|
A 6 D F a

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow AFC 1 DFC otrzymujemy
16 = h* +(x+6)" oraz 14> = h* +x*,
256 =h>+x>+12x+36 oraz 196 = h> + x°,
220=196+12x oraz h* =196 —x’,
24=12x oraz h* =196 —x*,
x=2 oraz h=+196-2" =+/192
Zatem |BF|=|BD|-|DF|=a-2.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BCF otrzymujemy
2
@ =(V192) +(a-2)’,
a’=192+a’* —4a+4
4a =196,
a=49.
Obwdd trojkata ABC jest rowny
L,-=16+6+2-49=120.
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VI sposdb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

4 6 D a
Z twierdzenia Stewarta dla trojkata ABC otrzymujemy
16> a+a”-6=(a+6)(14’ +a-6),

6a’ +256a=(a+6)(6a+196),

3a’ +128a =3a’ +116a +588
12a =588,
a=49.
Obwadd trojkata ABC jest rowny
L,-=16+6+2-49=120.

VII sposéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

A 6 D a

Obliczmy pole trojkata ADC ze wzoru Herona.

. . 16+14 .
Potowa obwodu tego trojkata jest rowna p = 1o+14+6 =18, wiec

2
Py =\18-(18-16)-(18—14)(18—6) =18-2-4.12 =243
Trojkat BCD jest rownoramienny, wigc wysokos$¢ s opuszczona na bok CD jest rOwna
h=\a* -7 =a*-49.

Zatem

P =%-14\/a2 —49 =7\a> —49 .

Poniewaz trojkaty ADC 1 BCD maja wspdlng wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka C, wiec

Pipc _06
Poep a

czyli
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243 6

7Jat—49 a
da 3 =7Va*>-49 .

b

Stad
48a° =49(a’ - 49),
484 = 494> —49°,
a’ =49".
Zatem
a=49.

Obwaod trojkata ABC jest rowny
L,-=16+6+2-49=120.

VIII sposdb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C
a
16
7
4 6 D a
Obliczmy pole trojkata ADC ze wzoru Herona.
- . . 16+14+6 .
Potowa obwodu tego trojkata jest rowna p = — =18, wiec

Py =/18-(18-16)-(18-14)-(18-6) =+/18-2-4-12 =243 .
Pola trojkatéw ABC 1 BCD s3a rowne odpowiednio
Py :%-(a+6)-a-sinﬂ oraz Py, = ;-a-a-sinﬂ.
Poniewaz, P,pc = Pgpc + Pypc, Wige
%-(a+6)-a-sinﬁ:%-a2-sinﬁ+24«/§,

a*sin f+6asin f=a’sin f+48/3,
asin =83,
8v3
:sin,B
83
S BB

2sin = cos

4\/5
BB

sin — COS

(1)
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Poniewaz trojkat BCD jest rownoramienny, wiec wysokos$¢ opuszczona na podstawe CD
dzieli ten trojkat na dwa przystajace trojkaty prostokatne. Zatem
. BT
2 sin—=—.
2) 5=
Z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy

(€)] ﬁ \/1 sin? = 'B \/l——

Z (1), (2) 1 (3) otrzymujemy rownanie z nlew1adomq a

43

7 [ a9
— -
a a

ag\/: NS
\/: 43,

49(1—£):48,
a

2
49-2 _ 43,

2

Stad

Zatem

Obwdd trojkata ABC jest rowny
L,-=16+6+2-49=120.

Strona 30 z 52

eduarkusze.pl



IX sposéb
Poprowadzmy wysokosci CF i BE trojkata BCD i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Obliczmy pole trojkata ADC ze wzoru Herona.

16+14+6
Potowa obwodu tego trojkata jest rowna p = EEE— =18, wigc

Pipe :\/18'(18—16)-(18—14)-(18—6) —J182-4-12 =243 .
Odcinek CF jest tez wysokoScig trojkata ADC, wigc pole tego trojkata jest rowne
Pipc :%'|AD|'h=%'6'h=3h .

Otrzymujemy zatem
3h =243,

h=8/3.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CDF otrzymujemy
|DF| =|cD|’ -|cF

DF[ =14*~(8V3) =4.

2
H

Stad |DF|=2.
Tréjkat BCD jest rownoramienny, wiec spodek £ wysokosci BE tego trojkata jest srodkiem
podstawy CD. Zatem
1 1 —
|DE|=5-|CD|=5-14=7.
Tréjkaty CDF 1 BDE sa podobne, gdyz oba sg prostokatne i majg wspolny kat ostry przy
wierzchotku D. Zatem

|DB| _|CD|

ioE " |pr|
a 7
42
a=49.

Obwod trojkata ABC jest rowny

L,-=16+6+2-49=120.

ABC
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X sposob
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

A 6 p a

Z twierdzenia cosinusow dla trojkata BCD otrzymujemy
14 =a>+a>-2-a-a-cos 3.
Stad
2a° —14°

cosf=———
P 2a°

Z twierdzenia cosinusoéw dla trojkata ABC otrzymujemy

16’ :(a+6)2 +a’=2-(a+6)-a-cosf3.
Stad 1 z poprzednio otrzymanego roOwnania otrzymujemy rownanie z jedng niewiadoma a
2a° —14°

2 b

16° =(a+6)2+a2—2-(a+6)-a-
2a

256a=a(a+6) +a’—(a+6)(2a’ -196),

256a=a’+12a* +36a+a’ —2a’ —12a* +196a+6-196,
24a=6-196,
a=49.
Obwaod trojkata ABC jest rowny
L,pe=16+6+2-49=120.

X1 sposob
Poprowadzmy wysokos¢ CF trojkata BCD i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C
a
16 14
h
/]
A 6 p F a

Obliczmy pole trojkata ADC ze wzoru Herona.

. . 16+14+6 .
Potowa obwodu tego trojkata jest rowna p = — =18, wigc
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Ppe =+[18-(18-16)-(18—14)-(18—6) =/18-2-4-12 =243 .
Odcinek CF jest tez wysokoscia trojkata ADC, wige pole tego trojkata jest rowne
Ppe :%'|AD|'h:%'6'h =3h.
Otrzymujemy zatem
3h =243,

h=83.
Pole trojkata BCD jest wigc rowne
Pep =%-|BD|-h=%-8V3-a=4{3a.

Zapiszmy pole trojkata ABC, stosujac wzor Herona. Polowa obwodu trojkata ABC jest rOwna

at6+a+l16

p=—"-——=a+l1,
2

wiec

Py =y(a+11)(a+11-16)(a+11-a=6)(a+11-a) = [(a+11)(a=5)-511.
Poniewaz P,. =P, + P, , wigc otrzymujemy
Jla+11)(a=5)-5:11=24J3+4/3 a.

Obie strony tego réwnania sg dodatnie, wigc podnoszac je do kwadratu otrzymujemy
rOwnanie rownowazne

(a+11)(a—5)-5-11=1728+576a+48a’,
55a” +330a—3025=48a" +576a+1728.
7a* —246a-4753=0.
A=(-246)" —4-7-(—4753)=193600, VA =440,
, . 246-440 246+440 _
14

<0 lub a= 49 .

Obwaod trojkata ABC jest rowny

L,-=16+6+2-49=120.

ABC
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Zadanie 11. (0-6)

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy postuguje
sie rownaniem okregu (x — a)* + (v — b)* = r* oraz opisuje kota za
pomocg nierdwnosci (R8.5).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Schemat punktowania

I. Rozwiazanie z wykorzystaniem odleglosci Srodkéw okregow stycznych
Rozwigzanie sktada si¢ z trzech etapow:

Pierwszy etap polega na wyznaczeniu $rodkéw 1 promieni obu podanych okregdéw oraz
ustaleniu warunkow ogo6lnych ich polozenia wzgledem siebie.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.

Drugi etap polega na wyznaczeniu rownania z jedng niewiadomg, ktora opisuje warunek
stycznos$ci zewnetrznej i rozwigzanie tego rownania.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.

Trzeci etap polega na wyznaczeniu réwnania z jedng niewiadoma, ktora opisuje warunek
styczno$ci wewngtrznej 1 rozwigzanie tego rownania.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.

Uwaga
Etapy drugi i trzeci oceniane sg niezaleznie od siebie.

Podzial punktow za pierwszy etap rozwigzania:
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy:
zapisze wspotrzedne §rodkow i promienie obu okregdw:
S, =(6,4),n=3o0raz S, =(a,-2), r,=9

oraz
zapisze warunki stycznosci obu okregdéw w dwoch przypadkach:
1.8, |=r+r, |S8,|=nrn-1.

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy:

e zauwazy i zapisze, ze s3 dwa przypadki stycznosci okregdw, tj. styczno$¢ zewnetrzng

1 wewnetrzng

albo

e wyznaczy wspotrzedne srodkow okregdéw i obliczy promienie obu okregow.

Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy zapisze rGwnanie:
(a—6)" +6> =12

1 Wyznaczy jego rozwigzania: a = 6(1 + \/5) oraz a = 6(1 —\/g) .

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy zapisze roOwnanie:

(a-6)"+6>=12.

Strona 34 z 52

eduarkusze.pl



Podziat punktow za trzeci etap rozwigzania:
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy zapisze rGwnanie:

J(@=6) +6> =6

1 wyznaczy jego rozwigzanie: a =6.
Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy zapisze roOwnanie:

(a—6)"+6>=6.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy prowadzi poprawne rozumowanie na kazdym etapie rozwigzania zadania
1 rozwigzuje zadanie do konca, ale popehia jedynie btedy rachunkowe, to moze
otrzymaé co najwyzej 5 punktéw, o ile popelnione bledy nie utatwiaja rozwazanego
zagadnienia na zadnym etapie rozwigzania.

2. Jezeli zdajacy prowadzi poprawne rozumowanie na kazdym etapie rozwigzania zadania,
rozwigzuje zadanie do konca i jedynym btedem, ktoéry jednak nie utatwia rozwigzania
zadania na zadnym etapie rozwigzania, jest btad, polegajacy na:

a) niepoprawnym wyznaczeniu promieni okregéw lub wspotrzednych ich
srodkow, to zdajacy otrzymuje co najwyzej 4 punkty;

b) zastosowaniu niepoprawnej metody wyznaczania odlegtosci srodkow okregdw,
to zdajacy otrzymuje co najwyzej 4 punkty;

c) zastosowaniu  niepoprawnego  WZzoru ANat+b’ =\/a_2 ++b2”  lub
(a£b)’ =a®+b*”, to zdajacy otrzymuje co najwyzej 4 punkty.

3. Jezeli zdajacy sporzadzi poprawng ilustracj¢ graficzng i na tej podstawie zapisze, ze
dla a =6 podane okregi sg styczne wewnetrznie 1 na tym zakonczy, to otrzymuje

2 punkty.

4. Jezeli zdajacy rozwaza tylko jeden przypadek stycznosci okregdéw i w tym przypadku
rozwigze zadanie do konca, popetniajac jeden btad opisany w uwadze 2., to otrzymuje
co najwyzej 2 punkty.

II. Rozwiazanie z wykorzystaniem wspolnej stycznej lub rownania kwadratowego
Z parametrem

Zdajacy otrzymuje 6 punktow, gdy wyznaczy wszystkie warto$ci parametru a:
a=61lub a=6+6y3 lub a=6-6y3.

Zdajacy otrzymuje 5 punktéw, gdy wyznaczy tylko jedno z rozwigzan réwnania z jedna
niewiadomga a zapisze rOwnanie kwadratowe z niewiadoma a, np.: a =6

Zdajacy otrzymuje 4 punkty, gdy zapisze rGwnanie wielomianowe z niewiadoma a:
(a>~12a) =9(4a>—48a+288) 1lub

# (@' —6a> —72a+864) —4-4(a* ~12a+72)-(a* ~144a> +9072) =0.
Zdajacy otrzymuje 3 punkty, gdy
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(12-24)-6+12-4+4” —120) \
J(12-24)" +122

e zapisze roOwnanie z niewiadomg a:

albo
e zapisze robwnanie kwadratowe z jedng niewiadoma x (lub y) i parametrem a oraz
zapisze, ze rbwnanie to musi mie¢ jedno rozwigzanie, np.:

x’ +((1—la)x+10—la2)2 —12x—8((1—la)x+l()—ia2)+43 =0 oraz A=0
6 12 6 12 o
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy
e zapisze rownanie prostej (12—2a)x+12y+a’—120=0 oraz zapisze wspotrzedne
srodka i promien jednego z okregdw oraz zapisze, ze okregi maja doktadnie jeden punkt
wspolny, gdy odlegtos¢ srodka jednego okrggu od wspdlnej stycznej tych okregow jest
roéwna promieniowi tego okregu
albo
e zapisze rOwnanie z jedng niewiadomg x (lub y) i parametrem a, np.:

2
2 1 1 2 1 1 2 —
©+((1-La)x+10-ka?) —120-8((1-La) x+10-} @’ ) +43=0.
Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy
e zapisze rownanie prostej (12—2a)x+12y+ a’—120=0
albo

e zapisze wspotrzedne Srodka i promien jednego z okregdéw oraz zapisze, ze okregi maja
doktadnie jeden punkt wspolny, gdy odleglos¢ srodka jednego okrggu od wspolnej
stycznej tych okregdéw jest rowna promieniowi tego okregu.

Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze rownanie prostej, bedacej osig potegowa okregdw i traktuje to rownanie
jak réwnanie kwadratowe zmiennej a, a nast¢pnie wyznacza konkretne wartosci x, y, a,
sprawdza dla wyznaczonych wartosci prawdziwo$¢ rownania osi potegowej okregdw i podaje
jedno z rozwigzan zadania, to otrzymuje 3 punkty.

Przykladowe rozwiazania

I sposob
Okrag o rownaniu x” +y”> —12x—8y+43 =0 ma $rodek punkcie S, =(6,4) ipromien r, =3,
a okrag o réwnaniu x’+)’—2ax+4y+a’—-77=0 ma $rodek w punkcie S, = (a,-2)
1 promien r, =9 . Poniewaz te okregi maja dokladnie jeden punkt wspdlny, wigc odlegtos¢
pomig¢dzy srodkami okrggow jest rOwna sumie promieni lub réznicy promieni:

|SISZ| =rn+r lub |SISZ| =r, -

Otrzymujemy zatem rownania

J(@—6Y +6> =12 lub \J(a—6)"+6> =6

(a—6)" =108 lub (a—6) =0

Zatem
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Roéwnanie (a - 6)2 =108 ma dwa rozwigzania: a = 6(1 + \/g) oraz a= 6(1—x/§) , natomiast
rownanie (a —6 )2 =0 ma jedno rozwigzanie a=6. Zatem podane okregi sa styczne
zewngtrznie dla a= 6(1 +3 ) lub dla a= 6(1 -3 ) , natomiast sg okregami stycznymi

wewnetrznie dla a=6.

IT sposéb (wspdlna styczna)
Okrag o rownaniu x° + > —12x—8y+43=0 ma érodek S, = (6,4) i promien 7, =3 , a okrag
o rownaniu x” +)* —2ax+4y+a’ —77=0 ma érodek S, = (a,~2) i promien 7, =9 .
Okregi te maja rézne promienie, wigc te okregi majg doktadnie jeden punkt wspolny wtedy
1 tylko wtedy, gdy maja doktadnie jedng wspolna styczng. Tak jest wtedy 1 tylko wtedy, gdy
odlegtos¢ srodka jednego z tych okrggow od tej stycznej jest rOwna promieniowi tego okregu.
Jesli te wspolng styczng oznaczymy przez k, to wtedy mamy
odl(S,,k)=3.

Odejmujac stronami rownania okregdw otrzymujemy

(12—2cz)x+12y+a2 -120=0.
Jest to rownanie wspodlnej osi potegowej tych okregdw. Jesli teraz istniejg takie wartosci
parametru a, dla ktorych spetniony jest warunek od!/ (Sl,k) =3, to wtedy ta o$ potggowa jest

jednoczesnie wspolng styczng tych okregdow. Otrzymujemy zatem roéwnanie
(12-2a)-6+12-4+a” —120)

J(12-24) +12°
la* ~124= 3J4a* — 484 + 288 .

Obie strony tego réwnania sg nieujemne, wigc podnoszac je do kwadratu otrzymujemy
réwnanie rownowazne

>

(4> ~12a) =9(4a* - 48a+288),

a’ =244 +144a* =36a* —432a+ 2592,
a*-24a’ +108a” +4324-2592=0,
a'—12a’ +36a” -12a’ +144a*> —432a - 72a* +864a—2592 =0,
a*(a* —12a+36)—12a(a’ —12a+36)—72(a* ~12a+36) =0,

(a’—12a-72)(a* -12a+36) =0,
(a*~12a+36-108)(a—6)" =0,
((a=6)"=36-3)(a—6)" =0,
(a=6-6v3)(a-6+6v3)(a—6)" =0.
Stad
a=6+63 lub a=6-6v3 lub a=6.
11 sposéb (rownanie kwadratowe z parametrem)
Okrag o réwnaniu x° + > —12x—8y+43 =0 ma $rodek S, =(6,4) ipromien r =3,a okrag

o rébwnaniu x° +)° —2ax+4y+a’ —77 =0 ma $rodek S, =(a,-2) ipromien r, =9.
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Okregi te maja rézne promienie, wiec te okregi majg doktadnie jeden punkt wspolny wtedy
i tylko wtedy, gdy uktad réwnan
X'+’ —12x-8y+43=0 i x’+ )’ —2ax+4y+a’-77=0
ma doktadnie jedno rozwigzanie. Stad otrzymujemy kolejno
(12—2a)x+12y+a*—120=0i x>+ y* —=12x—8y+43=0
y= (1—%a)x+10—%a2i x*+)* —12x—8y+43=0.

Stad otrzymujemy réwnanie z niewiadoma x 1 parametrem a

X +((l—%a)x+10—%a2)2 ~12x-8((1-La)x+10-{5a*) +43=0,

4(a’-12a+72)x* —4(a’ — 64" —72a+864) x+a* —144a" +9072=0.
Poniewaz a’>—12a+72= (a—6)2 +36>0 dla kazdego a, wigc rownanie jest kwadratowe.

Zatem uktad rownan ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy to rOwnanie ma
doktadnie jedno rozwigzanie, a tak jest wtedy i tylko wtedy, gdy wyrdznik trdjmianu

kwadratowego 4(a’—12a+72)x* —4(a’ —6a” —72a+864)x+a* 1444’ +9072  jest
rowny 0. Otrzymujemy wigc rOwnanie
#(a* —6a> ~72a+864) —4-4(a> ~12a+72)-(a* —144a*> +9072) = 0,
(a®— 64> ~72a+864) —(a* ~12a+72)-(a* ~144a> +9072) = 0,
~36a" +864a’ —3888a’ —15552a+93312=0,
~36a" +864a’ —3888a’ —15552a+93312=0,
a' =244’ +108a° +432a-2592 =0,
a*—12a* +36a” —12a’ +144a” —432a - 72a” +864a 2592 =0,
a’(a* —12a+36)—12a(a’ —12a+36)-72(a’ =12a+36) =0,
(a’—12a-72)(a’ -12a+36) =0,
(a> —12a+36-108)(a—6)" =0,
((a=6)"=36:3)(a—6)" =0,
(a=6-6v3)(a=6+6v3)(a—6)"=0.
Stad
a=6+6y3 lub a=6-6v3 lub a=6.
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Zadanie 12. (0-6)

5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
IV. Uzycie i tworzenie | n poczatkowych wyrazdéw ciggu arytmetycznego (5.3).
strategii. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume

n poczatkowych wyrazdw ciggu geometrycznego (5.4).

Schemat punktowania
Rozwigzanie sktada si¢ z dwdch etapow:

Pierwszy etap polega na wyznaczeniu zaleznosci niezbednych do obliczenia g.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 4 punkty.

Drugi etap polega na wyznaczeniu warto$ci ilorazu ciggu geometrycznego.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.

Uwaga
Zdajacy moze rozpocza¢ realizacje drugiego etapu przed podjeciem dziatan koniecznych do
realizacji pierwszego etapu.

Podzial punktéw za pierwszy etap rozwigzania:
Zdajacy otrzymuje 4 punkty, gdy:
e zapisze poprawne zalezno$ci migdzy wyrazami ciggu:

a=lc,b=zc albo c=3a,b=2a,
3 3
albo L 1 albo LY
b 2 a
albo
e zapisze rownanie kwadratowe z niewiadoma g:
3¢% +8¢-3=0.

Zdajacy otrzymuje 3 punkty, gdy:
e rozwigze roOwnanie z niewiadomymi a i c:

a, =—ic lub a, =lc albo ¢ =—Ea lub ¢, =3a
13 3 9
albo
e zapisze rownanie kwadratowe z niewiadoma % lub = :

a

' a9 Py

—| +4———=0 lub 9[—) +2—-11=0.

b b 4 a a

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy zapisze réwnanie z dwiema niewiadomymi:
2
: + +
e np.:aic, EAICA PRI Y (A
4\ 2 2

albo

4 _ 1
9a2 +18ar+9r2 Sa2 +4ar ‘

e np.air,
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Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy
zapisze zaleznoSci wynikajagce z zastosowania wlasno$ci ciggow  arytmetycznego
1 geometrycznego,

2 2
np.: b:‘”c,(ij L S b=a+r,c=a+2r,(£] S S
2 3b a 2a+2b+c 3b a 2a+2b+c

Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy obliczy wartos¢ ilorazu ciggu geometrycznego: g = %

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy wyrazi iloraz ciaggu geometrycznego jako funkcje dwoch

2
zmiennych, np.: q:%:i_z lub q:%air.
a

Uwagi

1. Jezeli zdajacy realizuje strategie¢ rozwigzania i1 popelnia jedynie btedy rachunkowe,
to moze otrzyma¢ S5 punktéw, o ile popelnione bledy nie utatwiaja rozwazanego
zagadnienia na zadnym etapie rozwigzania.

2. Jezeli zdajacy realizuje strategie rozwigzania i jedynym btedem, ktory jednak nie utatwia
rozwazania zagadnienia na zadnym etapie rozwigzania, jest blad, polegajacy na
niepoprawnym zastosowaniu wtasnosci ciggu arytmetycznego albo ciggu geometrycznego,
to zdajacy otrzymuje co najwyzej 4 punkty.

3. Jezeli zdajacy pomyli cigg arytmetyczny z geometrycznym, to za cale rozwigzanie
otrzymuje 0 punktow, o ile nie uzyska punktu za wyznaczenie g w zaleznosci od dwoch

2
: 3p  2a
zmiennych, np.: ¢ = 1= T
a

4. Jezeli zdajacy nie otrzyma réwnania kwadratowego zupelnego z dwiema niewiadomymi,
to uznajemy, ze znacznie utatwit sobie rozwigzanie i za pierwszy etap rozwigzania moze
otrzymac co najwyzej 2 punkty.

5. Jezeli zdajacy wyznacza ¢ jedynie na podstawie konkretnych warto$ci wyrazow ciagow
arytmetycznego 1 geometrycznego, to otrzymuje co najwyzej 1 punkt.

Przykladowe rozwiazanie
Zakladamy, ze a #0,b#0,a+b+c #0.

Ciag (a, b, c) jest ciggiem arytmetycznym, a zatem:

b= atc
5
. 1 2 1 . .
Ciag | —, 5, m jest ciggiem geometrycznym, a zatem:
a a c

2y 11
3b a 2a+2b+c’

stad po przeksztalceniach otrzymujemy:
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%bz =a(2a+2b+c).

Po podstawieniu b otrzymujemy:

2
2 atc =2a’+2a- axre +ac,
4\ 2 2

2‘612+2ac+c2 B
4 4

2at 424 T

+ac,

9(a* +2ac+c*)=32a*> +16a’ +16ac+16ac
Roéwnanie mozna doprowadzi¢ do postaci:
394> —14ac+9¢* =0 lub 9¢* —14ac—39a° =0.
Wyr6znik trojmianu kwadratowego —39a” —14ac +9¢” (a traktujemy jako zmienng) jest rowny
A=1600c*, A =40c.
Wyro6znik trojmianu kwadratowego 9¢” —14ac—39a” (c traktujemy jako zmienng) jest rtowny
A=1600a*, A =40a.

Stad pierwiastki rownan odpowiednio —39a” —14ac+9¢> =0 i 9¢* —14ac—39a” = 0 sg rowne:

1 1
a, =—%c lub a, =§c oraz ¢ =—33a lub ¢, =3a.
. . 9 . 13 . L .
Rozwigzania g, = _Ec ¢ = —Ea sa sprzeczne z zatozeniem o dodatnio$ci wyrazow ciagu

arytmetycznego.

A zatem bz%c lub b=2a.

2

Iloraz ciggu geometrycznego jest rowny g = % = i—z , azatem ¢ :% .
a

Odp.: Iloraz ciggu geometrycznego g :é .

Uwaga

Mozemy tez w rozwigzaniu zauwazy¢, ze q = % -% ic=2b—-a.
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Woéweczas otrzymamy rownanie kwadratowe: 3q2 +8¢—-3=0.

Wyznaczamy dwa rozwigzania tego rownania: ¢ =—3 lub ¢ =% .

1 . . .
Zauwazamy, ze tylko g = 3 spetnia warunki zadania.
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Zadanie 13. (0-6)

3. Roéwnania i nierownosci. Zdajacy stosuje twierdzenie o reszcie
z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a (R3.4). Zdajacy
rozwigzuje tatwe nierownosci wielomianowe (R3.7).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Schemat punktowania

Rozwiazanie sktada si¢ z dwoch etapow:

Pierwszy etap polega na wyznaczeniu wartosci parametru m, dla ktorej spelnione sg warunki
okreslone w zadaniu. Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 4 punkty, przy
czym otrzymuje:
4 punkty, gdy uzasadni, ze jedyng warto$cig parametru m jest m=1,
3 punkty, gdy
e zapisze oba rOwnania wynikajace z tresci zadania, np.:
2:2°+(m’+2)-2° ~11-2-2(2m+1) =0,
2:(=1) +(m’ +2)-(=1)" =11 (-1)-2(2m+1) =6
1 rozwigze przynajmniej jedno z nich
lub
e rozwigze rownanie wynikajace z tego uktadu, np.: 4m’ —4m=m’ —4m+3,

2 punkty, gdy
e zapisze oba rOwnania wynikajace z tre$ci zadania, np.:

2:2°+(m’ +2)-2° -11-2-2(2m+1) =0,
2-(=1) +(m* +2)-(<1)" =11-(-1) - 2(2m+1) =6
albo
e zapisze tylko jedno réwnanie wynikajace z tresci zadania 1 rozwiaze je np.:
2:2°+(m’+2)-2° ~11-2-2(2m+1) =0, skad m=0, m=-1, m=1,
1 punkt, gdy =zapisze jedno z réwnan wynikajacych =z treSci zadania, np.:
2:20+(m*+2)- 22 =11-2=2(2m+1) =0, 2-(=1)" +(m* +2)-(=1)" =11-(~=1)=2(2m+1) =6.

Drugi etap polega na rozwigzaniu nierdéwnos$ci wielomianowe;j.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty, przy czym

zdajacy otrzymuje 2 punkty gdy rozwiaze nierdwno$é: x e (—eo, —3> v <—%, 2>.

Zdajacy otrzymuje 1 punkt gdy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu
20" +3x° —11x=6: 5, =-3, x,=—1, x,=2.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy po zapisaniu uktadu rownan jedynie zapisze m =1, to otrzymuje 3 punkty za
pierwszy etap rozwigzania, jesli natomiast opatrzy to odpowiednim komentarzem, np.:
,jedynym rozwigzaniem ukladu réwnan jest m =17, to otrzymuje 4 punkty.

2. Jezeli zdajacy poprawnie interpretuje tre§¢ zadania W(2)=0 i W(-1)=6,

ale popetnia btedy rachunkowe, zapisujac rownania wynikajace z tych warunkéw, to za I etap
moze otrzymac co najwyzej 3 punkty, o ile popetnione btedy nie utatwiaja rozwigzania uktadu
1 uktad nie jest sprzeczny.
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3. Jezeli zdajacy popetnia btedy w interpretacji treSci zadania, zapisujac np. W(—2):O
i W(l) =6, w konsekwencji ktorych zapisuje btedne rownania wynikajace z tych warunkow,

to za I etap otrzymuje 0 punktow.

4. Jezeli zdajacy w wyniku bledow otrzyma wielomian W (x), ktory ma trzy rézne pierwiastki,
przy czy jednym z nich jest liczba 2, to moze otrzyma¢ 2 punkty za drugi etap, o ile
konsekwentnie rozwigze otrzymang nierownos¢.

5. Jezeli zdajacy w wyniku btedéw rachunkowych otrzyma wielomian W (x), ktory ma trzy
rézne pierwiastki, przy zadnym z nich nie jest liczba 2, to zdajacy moze otrzymac¢ 1 punkt za
drugi etap, o ile konsekwentnie rozwigze otrzymang nierdéwnos¢.

6. Jezeli zdajacy w wyniku btedéw rachunkowych otrzyma wielomian W (x), ktory ma co
najwyzej dwa pierwiastki (nie liczymy krotno$ci pierwiastkow), to otrzymuje 0 punktéow za
drugi etap.

7. Przy rozwigzaniu uktadu rownan wynikajacego z tresci zadania metoda opisang w III
sposobie, jak ponizej, akceptujemy sytuacj¢, w ktorej zdajacy nie zapisze, ze liczba m =1
spetnia oba réwnania uktadu.

8. Jezeli zdajacy w I etapie rozwigzania obiera III sposdb, opisany ponizej, i popetnia jedynie
btad rachunkowy przy rozwigzywaniu uktadu réwnan, ale otrzymuje jedng wartos¢ m, to moze
otrzymac co najwyzej 5 punktéw za cate rozwigzanie, o ile konsekwentnie rozwigze zadanie
do konca.

Przykladowe rozwigzanie
Rozwigzanie sklada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy etap
Wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x—2, wigc 2 jest pierwiastkiem tego
wielomianu. Zatem W (2) = 0. Stad otrzymujemy

16+4m> +8—22—4m—2=0,

4m® —4m =0.

Przy dzieleniu wielomianu W (x) przez dwumian x+1 otrzymujemy reszt¢ 6, wigc
W(—1) = 6. Stad otrzymujemy

24+m’ +2+11-4m—-2=6,

m’ —4m+3=0.
o 4m’ —4m=0
Rozwigzujemy uklad rownaf §
m —4m+3=0.

I sposob
Z rébwnania 4m’ —4m =0 otrzymujemy rozwigzania: m=0, m=—1, m=1.
Z tych trzech liczb tylko liczba 1 spelnia drugie rownanie, zatem liczba 1 jest rozwigzaniem
uktadu rownan.

II sposéb
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I3 1413

Z roéwnania m’—4m+3=0 otrzymujemy rozwigzania: m=1, m= 7, M=—>%

Z tych trzech liczb tylko liczba 1 spetnia pierwsze rownanie, zatem liczba 1 jest rozwigzaniem
uktadu roéwnan.

III spos6b

) 4m’ —4m =0 )
Przyrownujgc lewe strony obu rownan | otrzymujemy
m —4m+3=0

{4m3—4m=m3—4m+3

4m’ —4m=0
3m’—-3=0
4m’ —4m =0

m’ =1 [m=1
1
4m’ —4m=0 |4m’ —4m=0.

Sprawdzamy, czy liczba 1 spehnia jedno z réwnan:

4m* —4m =0
4.°-4-1=4-4=0
lub

m —4m+3=0
’-4.143=4-4=0

Liczba m =1 spelnia kazde z réwnan uktadu, wiec jest jedynym rozwigzaniem tego uktadu.

Drugi etap
Dla m =1 nieréwno$¢ W (x) <0 przyjmuje postaé
2x° +3x* =11x—6<0.
Rozwigzujemy te nierdéwno$¢ stosujac przeksztatcenia rownowazne i otrzymujemy kolejno:
(x=2)(2x* +7x+3) <0,

2(x=2)(x+3)(x+4)<0.

VAN 2/

2

Zbiorem rozwigzan nierdwnosci jest (—oo, —3> v <—%, 2>.
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Zadanie 14. (0—4)

IV. Uzycie i tworzenie | 6. Trygonometria. Zdajacy stosuje wzory na sinus i cosinus sumy
strategii. i roznicy katow, sumg iréznicg sinusow i cosinusow katow (R6.5).

Schemat punktowania

ROZWIQZanie Pelne ........ocoviiiivuiinivnninisnininnncnsnncsssnncssnnicssssisssssssssssessssssssssssssssssssssssssnss 4 p.
Zdajacy zapisze rozwigzanie:
o x=kn lub x=§+2kn, lub x=—§+2kn,

albo

x:£+%k7t lub x=2km,
3 3

gdzie k jest liczba catkowita.
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania ........cceeeveveienieicscnicssnnicssnnscssnnessenssssenes 3p.

Zdajacy
e rozwigze jedno z rownan otrzymanej alternatywy:

» sinx=0: x=kn lub cosx—%:O: x=§+2kn lub x:—§+2kn,

gdzie k jest liczbg catkowita,
albo

= cos3—x:0: x=£+gkn lub sin£:0: x=2kmn,
2 3 3 2

gdzie k jest liczba catkowita,
albo

e wykorzysta réwno$¢ sin2x =sin x 1zapisze: 2x = x+2kn lub 2x =7 —x+2kn , gdzie
k jest liczbg catkowita.

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ....ccecverersercssnicsssnrcsssnesssssessnsessssssssssssssnss 2p.
Zdajacy
e przeksztalci rownanie réwnowaznie do alternatywy dwoch rownan, np.:

sinx=0 lub cosx—l=0,cos3—x=0 lub sin£=0
2 2 2

albo
e zapisze rOwnanie w postaci sin2x =sinx1 zapisze jedng z prawdziwych zaleznosci
migdzy katami, ktorych sinusy sg rowne, np. 2x = x+2kn lub 2x =n—x+2kmn,
albo

e 7zapisze jedno z réwnan sinx=0 Iub cosx —% =0, lub

cos% =0, lub sing =0 1rozwigze je poprawnie do konca

1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.
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Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania 1p.

Zdajacy przeksztalci rGwnanie rownowaznie do postaci, w ktorej wystepuja funkcje sin 1 cos
. n| 1.

kata x, np.:cos x| 2sin x - cos g} = Esm X

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy przed uzyskaniem elementarnych rownan trygonometrycznych popetnia jeden
btad, polegajacy na niepoprawnym zastosowaniu wzoru: na sume sinusow lub na sinus sumy
lub na sinus réznicy lub na sinus kata podwojonego albo dzieli obie strony rownania przez
sinx i nie rozwaza przypadku sinx =0, to moze otrzymaé¢ co najwyzej 2 punkty za cate
rozwigzanie, o ile w rezultacie konsekwentnego postepowania otrzyma w wyniku koncowym
przynajmniej dwie serie rozwigzan.

2. Jezeli zdajacy przed uzyskaniem elementarnych réwnan trygonometrycznych btednie
podstawia wartos¢ funkcji trygonometrycznej konkretnego kata, to moze otrzymac co najwyzej
2 punkty za cale rozwigzanie.

3. Jezeli przy zapisie serii rozwigzan zdajacy btednie zapisze czg$¢ z wielokrotnos$cia katam, to
otrzymuje co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

4. Jezeli zdajacy przy zapisie rozwigzan obu réwnan pominie cze$¢ z wielokrotnoscia katam,
to otrzymuje 3 punkty za cale rozwigzanie, o ile zapisze wszystkie rozwigzania z przedzialu
domknigtego dlugosci 2m.

5. Jezeli zdajacy popetnia blad merytoryczny, polegajacy na:

- podniesieniu obu stron réwnania do potegi drugiej bez sprawdzenia czy otrzymane w efekcie
dalszego rozumowania wyniki spetniajg rGwnanie

lub

- podstawieniu w miejsce cos x wyrazenia +/1—sin’ x ,

to moze otrzymaé¢ co najwyze] 2 punkty za cale rozwigzanie, oile w rezultacie
konsekwentnego postepowania otrzyma w wyniku koncowym przynajmniej dwie serie
rozwigzan.

6. Jezeli zdajacy przed uzyskaniem elementarnych roéwnan trygonometrycznych popetnia co
najmniej dwa btedy opisane w uwadze 1. to moze otrzyma¢ co najwyzej 1 punkt za cale
rozwigzanie, przy czym moze go otrzymac¢ tylko za pierwszy krok rozwigzania,
tj. za przeksztalcenie réwnania do postaci rownania z niewiadomymi sin x oraz cos x.
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Przykladowe rozwigzania

I sposob
Przeksztalcamy rownanie 1 otrzymujemy:

. o 1 .
cosx| 2sinx-cos— |=—sin x,
[ 3} 2

. 1 .
smx-cosx—Esmsz,

sinx-(cosx—ljzo,
2

sinx=0 lub cosx—%=0.
Rozwigzania to:
x=kn lub x=§+2kﬂ:, 1ubx=—§+2k7:,

gdzie k jest liczba catkowita.

I sposéb
Przeksztalcamy rownanie 1 otrzymujemy:

. o 1 .
cosx| 2sinx-cos— |=—sin x,
[ 3} 2

. 1 .
smx-cosx—Esmx:O,

2sinx-cosx—sinx=0,
sin2x—sinx =0,

2cos3—x-sin £=O,
2 2
3x . X
cos—=0 Iub sin—=0,
2 2

3—x=£+k7t lub —=kmn,
2 2

x= §+ %kn lub  x = 2kn, gdzie k- liczba catkowita.

1T sposob
Przeksztalcamy réwnanie i otrzymujemy:

) T 1 .
cosx|2sinx-cos— |=—sin x,
{ 3} 2

. 1 .
smx-cosx—Esmx=0,

2sinx-cosx—sinx=0,
sin2x—sinx =0,
sin2x =sinx,
2x=x+2kn lub 2x=mw—x+2kn,

x=2knr lub x= %+ %kn , gdzie k — liczba catkowita.
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Zadanie 15. (0-7)

III. Modelowanie
matematyczne.

11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy stosuje pochodne do
rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

Schemat punktowania

Rozwigzanie sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy etap sktada si¢ z trzech czesci:
e oznaczenia krawedzi podstawy 1 wysokosci graniastostupa, np. odpowiednio przez a
1 h, oraz wyznaczenia wysokosci graniastostupa 4 w zaleznosci od zmiennej a:

8
a*\3’

h=

e zapisania pola powierzchni catkowitej graniastostupa jako funkcji jednej zmiennej:

fla)=

a2\/§ N 8\/§ _ a3\/§+16\/§
2 a '

2a

e wyznaczenia dziedziny funkcji /: (0; + ).

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 3 punkty.

Uwagi do etapu [

I. 1. Za drugg czes¢ tego etapu zdajacy moze otrzymac punkt w dwoch przypadkach:

— pierwsza czgs¢ wykona bezbtednie

albo

— blednie wyznaczy & w zaleznosci od a, ale otrzyma warto§¢ h=k- a”? , gdzie k jest liczba

niewymierng.

I. 2. Punkt za czes¢ trzecig (wyznaczenie dziedziny funkcji) zdajacy otrzymuje niezaleznie od
realizacji dwoch pierwszych czgsci tego etapu, pod warunkiem, ze rozwaza wyznaczong przez

siebie funkcje¢ jednej zmienne;.

Drugi etap sktada si¢ z trzech czgsci:

e wyznaczenia wzoru pochodnej funkcji £ f'(a) =

4’3 =323
4a’® '

e obliczenia miejsca zerowego pochodnej funkcji f: a =2.

e 7zbadania znaku pochodnej funkcji /i f’(a)>0 dla

a€ (0;2)1uzasadnienia, ze dla a =2 funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 3 punkty.
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Uwagi do etapu II
II. 1. Jezeli zdajacy wyznaczy pochodng funkcji z bledem, ale wyznaczona pochodna ma

posta¢: Aa+—, gdzie 4, B sg liczbami niewymiernymi, lub posta¢ utamka, w ktorego liczniku
a

jest wielomian stopnia trzeciego, a w mianowniku ma® , to zdajacy moze otrzymac punkty za
cze$¢ 2. 1 3. tego etapu, o ile konsekwentnie obliczy miejsca zerowe pochodnej lub uzasadni
istnienie najmniejszej wartosci rozwazanej funkcji.

II. 2. Badanie znaku pochodnej zdajacy moze opisa¢ w inny sposob, np. szkicujac wykres
funkcji, ktéra w ten sam sposob jak pochodna zmienia znak.

II. 3. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja posiada warto$¢ najmniejsza dla
wyznaczonej warto$ci a, przy ktérej pochodna si¢ zeruje, mozna uzna¢ sytuacje, gdy zdajacy:

— opisuje, stownie lub graficznie (np. przy uzyciu strzatek), monotonicznos¢ funkcji f;

— zapisuje, ze dla wyznaczonej warto$ci a funkcja f'ma minimum lokalne i jest to jednoczesnie
jej najmniejsza wartos¢. Jezeli zdajacy nie przedstawi takiego uzasadnienia, to za Il etap moze
otrzymac co najwyzej 2 punkty.

II. 4. Jezeli zdajacy btednie wyznaczy dziedzing funkcji, ale ta dziedzina jest podzbiorem
przedziatu (0,+e0), to moze otrzyma¢ punkt za 3. cze§¢ Il etapu, gdy miejsce zerowe

pochodnej nalezy do wyznaczonej dziedziny.

Trzeci etap
Zapisanie, ze krawegdz podstawy 1 wysoko$¢ graniastostupa prawidlowego trojkatnego

o najmniejszym polu powierzchni catkowitej sa rowne odpowiednio a=2 1 h= 73, oraz
obliczenie najmniejszego pola powierzchni catkowitej graniastostupa 63 .

Za realizacje tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga

Jezeli zdajacy pominie w rozwazaniach jedng ze §cian graniastostupa przy wyznaczaniu pola
powierzchni figury, to moze otrzymac S punktow, o ile konsekwentnie rozwigze zadanie do

konca bez innych bledow.

Przykladowe rozwiazanie

T~

a
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku: a — krawedz podstawy, & — wysoko$¢ graniastostupa.
Objetos¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego o krawedzi podstawy a 1 wysokosci £
wyraza si¢ wzorem:
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Stad otrzymujemy:

Zatem h =

8
a*\3’

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidlowego trojkatnego o krawedzi podstawy a
1 wysokosci 4 jest rowne:

Stad po podstawieniu / i przeksztalceniach otrzymujemy:

a*\f3 8 _a2\6+ 24 _a2£+8\6

. . .a. —
¢ 4 a*\3 2 a3 2 a

Z geometrycznych warunkow zadania wynika, ze a € (0; + ).

Zapiszmy pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego trojkatnego jako funkcje
f zmiennej a:

dla ae (0;+ ).

azx/g+8\/§ B a3\/§+16\/§
a 9

F=/@)=— y

Wyznaczamy warto$¢ najmniejszg funkcji f w przedziale (0; + o).
W tym celu obliczmy pochodng funkcji f:

3a2\/§-2a—(a3\/§+16\/§)-2 4a3\/§_32\/§

4a’ 4q°

fa)=
Szukamy miejsc zerowych pochodnej funkcji 1 :

4a°\3 =323 _

44* 0

Ustalamy, ze a =2.
W przedziale (0; + ) pochodna funkcji f ma tylko jedno miejsce zerowe a =2.

Ponadto

f(a)>0 dla ae (2;+) oraz f'(a)<0 dla ae (0;2).
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Wynika stad, ze dla a =2 funkcja f ma minimum lokalne, ktore jest jednocze$nie najmniejszg
warto$cig funkcji f'w przedziale (0,+e0),poniewaz funkcja f w przedziale <2,+°<>) jest
rosngca, a w przedziale (0,2> funkcja f jest malejaca.

8 8 2 23

23 2B B3
Natomiast pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest rowne:

AB+16\V3  2°B3+16V3 2443 63
2a 2-2 4 '
Odp.: Najmniejsze pole powierzchni catkowitej réwne 6v3 ma graniastostup prawidltowy

23

trojkatny o wymiarach: krawedz podstawy a =2 1 wysokos$¢ h = N

Gdy a=2,t0 h=

Pc=
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